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Patrimoine commun, ou "marchandisation" de la connaissance : com-
ment développer au mieux le savoir mathématique?

Comment la communauté mathématique articule-t-elle sa production
contemporaine de vérités « éternelles », à la valorisation de découvertes
anciennes « thésaurisées » dans les bibliothèques?

Au-delà de la mise à disposition par le monde académique de ses pro-
ductions actuelles, les bibliothèques elles-mêmes offrent en accès libre un
panel de monographies et d’oeuvres complètes, qui sont susceptibles de
provoquer des « résurgences thématiques » inattendues.

Et susceptibles, aussi, d’émerveiller les lecteurs par l’état de sophisti-
cation dont font preuve de nombreux mémoires « oubliés par l’histoire ».



Les travaux anciens consultables sous forme papier ou numérique
sont totalement libres des contraintes spécifiques du « savoir marchand »,
et ne demandent qu’à être lus pour ouvrir et développer à nouveau leur
champ de recherches.

L’exposé donnera quelques exemples de résurgence d’un savoir ma-
thématique ouvert, à partir des oeuvres complètes de Sophus Lie, d’Élie
Cartan, . . .



Séminaire itinérant du Centre D’Alembert

Thème 2022

Du patrimoine commun à la marchandisation de la connaissance : comment par-
tager le savoir ? Une partie du monde académique met à disposition ses productions :
conférences ouvertes, logiciels libres, données en libre accès, publications en accès
libre. Parallèlement, le financement des recherches académiques par des entreprises,
l’implication de celles-ci dans les formations universitaires, le dépôt de brevets, l’éco-
nomie de l’édition et de la formation tendent à placer l’enseignement et la recherche
dans une économie du savoir « marchande » avec des contraintes spécifiques. Le mé-
lange de gratuité et de monétarisation, de partage et de marchandisation, d’altruisme
et d’individualisme, est-il nécessaire au fonctionnement de la science actuelle ou pé-
nalisant ? Quel modèle d’économie de la connaissance est le plus profitable à tous? La
science « ouverte » est-elle l’institutionnalisation du partage ou la mise à disposition à
bas coûts des productions scientifiques pour le secteur marchand? Comment les diffé-
rentes communautés disciplinaires articulent-elles la production de biens communs et
la valorisation de leurs découvertes?



Prologue

Godfrey Harold Hardy (1877–1947) est un mathématicien britan-
nique.

Il est connu pour ses travaux en théorie des nombres et en analyse.



Si vous êtes un scientifique dont les plumes ne sont pas encore ébou-
riffées, Hardy’s principale affirmation perturbera sûrement votre plu-
mage. Les « vraies » mathématiques, selon lui, est presque entièrement
« inutile », alors que les mathématiques utiles sont « intolérablement en-
nuyeuses ».

Par « vraies » mathématiques, Hardy entendait les pures mathéma-
tiques qui ont tendance à être abstraites et générales et, selon Hardy, ont
le plus de valeur esthétique.

S’y oppose l’essentiel des mathématiques vues à l’école : arithmé-
tique, algèbre élémentaire, géométrie élémentaire, différentielle et inté-
grale calcul, mathématiques conçues pour le calcul et ayant le moins
attrait esthétique.

Hardy était à la fois procureur et défenseur dans un procès imaginaire
contre déterminer si sa vie en valait la peine :

I have never done anything "useful". No discovery of mine has made,
or is likely to make, directly or indirectly, for good or ill, the least difference
to the amenity of the world . . .



[Je n’ai jamais rien fait « d’utile ». Aucune de mes découvertes n’a
fait ou n’est susceptible de faire, directement ou indirectement, en bien
ou en mal, la moindre différence à l’agrément du monde . . .]

I have just one chance of escaping a verdict of complete triviality, that
I may be judged to have created something worth creating.

[Je n’ai qu’une chance d’échapper à un verdict de pure trivialité, à
savoir qu’on puisse juger que j’ai créé quelque chose qui vaut la peine
d’être créé.]

Pour Hardy, qui a vécu deux guerres mondiales, la théorie des
nombres a fourni une retraite qui était, heureusement, inutile aux mili-
taires planificateurs. Hardy s’était opposé à l’entrée de l’Angleterre dans
la première guerre mondiale, un conflit meurtrier aggravé par la science
et la technologie.

A Mathematician’s Apology a été publié pour la première fois en
1940, lorsque l’Angleterre était de nouveau en guerre.



Empruntant à son propre article, Les mathématiques en temps de
guerre, publié dans la revue Eureka en 1940, Hardy a écrit dans Apo-
logy la même année :

When the world is mad, a mathematician may find in mathematics an
incomparable anodyne. For mathematics is, of all the arts and sciences,
the most austere and the most remote.

[Quand le monde est fou, un mathématicien peut trouver dans les
mathématiques un tranquillisant incomparable. Car les mathématiques
sont, de tous les arts et sciences, les plus austères et les plus lointaines.]

Selon Hardy, le monde du mathématicien est directement lié à réalité.
Les théorèmes ne sont pas négociables. En revanche, dit-il, la réalité du
scientifique n’est qu’un modèle.

Une chaise peut être une collection d’électrons tourbillonnants, ou une
idée dans l’esprit de Dieu.

Chacun de ces récits peut avoir des mérites, mais ni l’un ni l’autre ne
se conforme du tout étroitement à la suggestion du bon sens.



Le mathématicien pur n’a pas besoin d’être attaché (tethered) à la
physique dans sa réalité. Selon les mots de Hardy :

"Imaginary" universes are so much more beautiful than this stupidly
constructed "real" one.

[Les univers « imaginaires » sont tellement plus beaux que ce monde
« vrai » stupidement construit.]

Frederick Soddy, qui avait aidé le monde à comprendre la radioacti-
vité, était dégoûté par de tels sentiments. Dans sa critique dans Nature,
il a dit que si Hardy était pris au sérieux, alors le « vrai » mathématicien
serait un « maniaque religieux ».

L’idée que les mathématiciens forment un sacerdoce auto-protégé
avec leur propre religion était populaire. Elle s’exprime tout au long d’un
livre de Hogben, Mathematics for the Million, un livre très réussi sur les
mathématiques qui s’est bien vendu dans les années 1930.

Après avoir condamné Pythagore et Platon pour leur penchant exces-
sif pour l’abstraction, Hogben a écrit :



The fact that mathematicians are often like this may be why they are
so inclined to keep the high mysteries of their Pythagorean brotherhood
to themselves.

[Le fait que les mathématiciens soient souvent comme ça peut expli-
quer pourquoi ils sont si enclins à garder pour eux les grands mystères
de leur confrérie pythagoricienne.]

Le trait qui éclairait le début d’une critique dans la revue Nature du
lauréat du prix Nobel et chimiste Frederick Soddy était particulièrement
perçant :

This is a slight book. From such cloistral clowning the world sickens.

[C’est un petit livre. De tels clowns cloîtrés rendent le monde ma-
lade.]



Rapport parlementaire pour une science ouverte « réaliste »

















Un rapport parlementaire consternant sur la Science ouverte
Frédéric Hélein

Ainsi la notion principale qui est dans le collimateur de ce rapport est le
modèle diamant. Or on trouve dans le rapport des passages qui semblent
montrer que leurs rédacteurs ne maîtrisent pas la définition même de ce
qu’est le modèle diamant (voir plus bas) ! Cela pose un sérieux problème.

En effet la conclusion principale du rapport est que l’édition scientifique
(et, avec, la liberté académique, etc.) serait menacée par l’hégémonie du
modèle diamant.

Cette conclusion est totalement ridicule ! Tous les spécialistes de ces
questions (qu’ils soient bibliothécaires, documentalistes ou chercheurs)
savent que le modèle diamant n’est pas et ne sera jamais hégémonique.
Il suffit de consulter le baromètre de la Science ouverte (fondé sur les
publications d’auteurs travaillant en France) pour voir que la proportion
d’articles en accès ouvert grâce au modèle diamant ne dépasse pas 9%
et même tendance à baisser !



Le vrai problème est l’hégémonie des grands majors de l’édition scien-
tifique (Elsevier, Springer Nature, etc.), que ce soit pour le modèle d’accès
payant par abonnement ou pour l’accès ouvert financé par des APC (re-
devance de publication payés par l’auteur, ou plutôt, par leurs institutions)
ou par des accords transformants (« read & publish »).

La cible de ce rapport serait un groupe de « militants » conspirant pour
l’hégémonie du modèle diamant, au détriment de la bibliodiversité, ce qui
est un comble car ce sont précisément ces mêmes « militants » qui sont à
l’origine de l’Appel de Jussieu en faveur de la bibliodiversité !

Passons en revues quelques passages qui valent leur pesant de ca-
cahuètes (liste non exhaustive) :

« La même communauté de hackers idéalistes travaille aussi à la dif-
fusion gratuite et immédiate des données scientifiques, faisant fi du droit
de la propriété intellectuelle. »

On est en pleine caricature !

« Cette violation du droit d’auteur à grande échelle constitue une me-
nace pour les communautés scientifiques et pas que pour les éditeurs. »



Il est archi faux de prétendre que SciHub représente une « menace
pour les communautés scientifiques », les études sur le sujet montre plu-
tôt le contraire, à savoir, l’effet positif de SciHub sur la recherche.

« Il est heureux que la justice américaine en 2017 puis le tribunal de
grande instance de Paris le 7 mars 2019 aient déclaré Sci-Hub illégal et
ordonné aux grands fournisseurs d’accès à Internet de bloquer l’accès de
leurs abonnés à Sci-Hub. »

C’est « heureux » du strict point de vue juridique et pour les action-
naires d’Elsevier & consorts, mais déplorable pour la Science en général
et pour les scientifiques partout dans le monde pour lesquels SciHub est
le seul accès aux ressources scientifiques.

Page 58, on trouve cette énorme confusion :

« Le modèle Diamant ou Diamond (variante « sponsorisée » de la voie
dorée, le paiement est en amont mais il est pris en charge par les insti-
tutions publiques, agences de financement de la recherche, universités,
laboratoires) ».



Les auteurs de ce rapport induisent une confusion entre le modèle
diamant et le modèle décrit entre parenthèse, qui correspond plutôt au
modèle « read & publish » ou aux accords transformants ! Une telle confu-
sion est d’autant plus grave que le modèle diamant est présenté comme
le grand péril qui menace la Science.

Page 58 :

« Le modèle Diamant semble à première vue séduisant et est défendu
par les acteurs de la science ouverte de manière assez unanime, son hé-
gémonie future doit être cependant bien pesée car le remède pourrait se
révéler pire que le mal. »

Il n’y aura jamais d’hégémonie de ce modèle ! le modèle hégémonique
a été et est malheureusement toujours et pour longtemps celui des gros
éditeurs commerciaux, avec des bouquets d’abonnement. Et le risque
majeur est que le modèle hégémonique devienne celui des paiements
d’APC, soit sous forme individuelle, soit dans le cadre d’accords globaux
très coûteux et qui lieront pieds et poings les chercheurs et leurs institu-
tions au bon vouloir des grandes majors de l’édition scientifique.



« Outre qu’il ferait des éditeurs des acteurs économiques assistés,
voire des rentiers, il pose le problème fondamental de la dépendance
accrue des chercheurs à l’égard de l’État. »

Beaucoup d’éditeurs scientifiques sont d’ores et déjà plus ou moins
soit des « assistés » (s’il faut employer ce terme élégant), soit des
« rentiers ». Par exemple l’édition scientifique française bénéficie du tra-
vail éditorial gratuit des chercheurs payés par les institutions, de plans de
soutien et vivent des abonnements des universités. Car, quel que soit le
modèle, pour les petits éditeurs, les éditeurs académiques, privés ou insti-
tutionnels, il est impossible de vivre sans le soutien constant des finances
publiques. Quant aux « rentiers », on les connaît, ce sont les grosses ma-
jors (Elsevier, Springer Nature, . . .).

« Il faudra, plus généralement, une coordination des acteurs et de la
politique de la science ouverte et de l’édition, ces deux univers s’ignorant
de manière préjudiciable. »

« Cette réalisation louable est un peu l’arbre qui cache la forêt : la po-
litique de la science ouverte et de l’édition n’est pas coordonnée et, pire,
il n’y a pas de politique de la science ouverte et de l’édition, une certaine



science ouverte militante avançant en percevant l’édition privée comme
une simple future victime collatérale de son avènement prochain. »

Plus de « coordination »? c’est possible, mais il faut arrêter de crier
au complot des « militants ». La balle est aussi dans le camp des éditeurs
commerciaux. Certains, comme EDP Sciences, ne se contentent pas de
jouer les victimes tout en profitant des subsides publics régulièrement,
mais font l’effort de chercher des modèles économiques vertueux pour
développer l’accès libre (par exemple, le modèle Subscribe to Open) en
collaborant avec les acteurs français de la Science ouverte.

(À ce sujet, il faut souligner qu’EDP Sciences, publiant majoritairement
en Sciences exactes, est beaucoup plus exposé à la concurrence inter-
nationale féroce des grosses majors que les éditeurs en SHS publiant en
langue française.)

Par ailleurs, il y a bien une politique de Science ouverte en France,
citée en exemple à l’étranger.

Page 79, cette énormité :

« L’obsolescence rapide d’un article de physique ou de mathématique
ne vaut pas pour une étude historique, sociologique ou archéologique. »



Pour une mathématicienne ou un mathématicien (à commencer par le
Président de l’OPECST !), inutile de commenter, elles ou ils auront sauté
au plafond en lisant une telle ânerie. Pour les rédacteurs de ce rapport,
sachez que vous pouvez lire les Éléments d’Euclide, rédigé il y a 2300
ans, et que cet ouvrage n’a pas pris une ride ! (il y a bien sûr bien une
multitude de textes mathématiques anciens non obsolètes, en réalité au-
cun bon texte en mathématiques n’est obsolète !). La même remarque
s’applique à de larges pans de la physique, sinon toute la physique.



Cabinets de consultance : l’État au service et sous le contrôle du privé

https ://rogueesr.fr/

RogueESR est un collectif créé en 2017 pour promouvoir une univer-
sité et une recherche libres, exigeantes et placées au service de l’intérêt
général et de l’émancipation, a contrario de la politique menée par le
gouvernement actuel.

« Rogue » implique la révolte ; ce qualificatif fut notamment adopté
aux États-Unis par des personnels des agences fédérales scientifiques
(NASA, EPA, NOAA, etc.) en résistance aux politiques de Trump, à l’oc-
casion de la « march for science ».

Originaires de toutes les régions, nous travaillons dans l’enseigne-
ment supérieur et la recherche (ESR), dans des disciplines variées et avec
des statuts différents. Nous ne représentons pas les institutions de l’ESR,
mais nous espérons rassembler celles et ceux qui les font vivre au quoti-
dien.



Le 16 mars 2022, un rapport sénatorial paraît, qui porte sur le recours
croissant à des cabinets de consultance par l’État :

https ://www.senat.fr/rap/r21-578-1/r21-578-11.pdf

Le 21 novembre 2019, la Caisse nationale d’assurance vieillesse com-
mande au cabinet McKinsey une prestation de conseil : comment aligner
le régime des retraites de la fonction publique sur celui du secteur privé,
de sorte à diminuer les cotisations de pension de retraite des fonction-
naires? Pour le tarif global de 920 000 C, soit 2 700 C par jour, les consul-
tants de McKinsey établissent ce qu’il faut bien appeler un programme de
mise en crise du régime de retraites, pour l’heure à l’équilibre pour deux
décennies. Le résultat concret de cette commande, un « livrable » de 50
pages accompagné d’un « power-point », occulte volontairement la parti-
cipation du cabinet.



Le 1er janvier 2020, la direction interministérielle de la transformation
publique (DITP) commande au cabinet McKinsey un rapport sur l’évolu-
tion du métier d’enseignant, monnayé 496 800 euros, soit 3 312 euros par
jour. Un an après, à l’issue d’un pseudo-colloque sur le sujet, un rapport
indigent paraît effectivement, mais il est signé de Yann Algan, Stanislas
Dehaene, Élise Huillery, Elena Pasquinelli et Franck Ramus, de nouveau
sans aucune mention de McKinsey. Cette manifestation est caractéris-
tique des événements en « zone grise » qui usent et abusent du prestige
académique à des fins idéologiques ou économiques. Le 25 février 2020,
le ministère de l’Éducation nationale écrit au directeur associé du cabi-
net de conseil McKinsey, lui demandant de reporter le « copil McKinsey »
du lendemain pour que le ministre, Jean-Michel Blanquer, « puisse y par-
ticiper, car tel est son souhait ». « N’appelons pas cette instance "copil
McKinsey" mais "copil DITP Enseignant XXI". C’est important que cela
apparaisse dans les agendas. », rectifie le consultant par retour de cour-
rier.

Le recours aux cabinets de consultance entretient un lien systémique
avec la sape des normes d’intégrité scientifique et d’autonomie intellec-
tuelle que vivent la recherche et l’Université depuis vingt ans.



Une suite ininterrompue d’excellents appels à projets qui ont conduit
les appareils universitaires à dilapider l’argent public en faisant appel à
d’excellents cabinets de consultance pour écrire de non moins excellents
dossiers de candidature. Le cabinet Kurt Salmon Associates eut le mar-
ché pour la Comue Université Bretagne Loire, le cabinet Charles Riley
Digital Focus pour Sorbonne Université, Ineum, Erdyn et Alcimed pour le
pôle de recherche et d’enseignement supérieur (PRES) de l’Université de
Bordeaux, Bearing Point France et Ernst & Young pour le PRES Univer-
sité Paris Est, Deloitte pour la fusion de l’Université de Strasbourg, Ineum
Consulting pour l’IdEx Sorbonne Paris Cité et Alcimed pour la Société
d’Accélération du Transfert de Technologies (SATT) qui lui fut adossée
— le recrutement du PDG de la SATT fut, lui, opéré par François San-
chez Consultant. Les 17 candidatures aux IdEx ont ainsi été facturées
autour de 400 000 euros par dossier dépourvu de sens.



On sait moins, en revanche, que les cabinets de consultance avaient
parallèlement été mis à contribution pour concevoir les excellents ap-
pels à projets, auxquels ils rédigeaient ensuite leurs excellentes ré-
ponses, contre espèces sonnantes et trébuchantes. Par ailleurs, la plu-
part des bureaucraties universitaires ont désormais recours pour définir
les « stratégies d’établissements » à des cabinets de consultance comme
Siris Academics, connus pour avoir des contrats avec le ministère. Ces
cabinets privés sont utilisés pour « faire passer des messages » et négo-
cier des ajustements entre les établissements et le ministère. Les navettes
ministérielles n’ont donc pas disparu avec la pseudo-autonomie des éta-
blissements : elles ont tout simplement été privatisées.







En conclusion, il convient de circonscrire les raisons pour lesquelles
ce recours aux cabinets de consultance est à ce point choquant pour le
monde de l’Université et de la recherche. Il y a d’abord la médiocrité des
travaux effectués, sans commune mesure avec les normes en vigueur
dans la recherche. C’est particulièrement vrai pour des questions comme
la pandémie de COVID-19 ou l’évolution du métier d’enseignant, pour
lesquels écrire un rapport suppose de pouvoir établir une bibliographie
scientifique, donc d’être formé à la recherche plutôt qu’au management
et à la communication. Par ailleurs, le financement de ce type de travail de
recherche aurait été incomparablement plus faible que les ponctions d’ar-
gent public opérées par les cabinets. Comment ne pas voir (figure 2) que
le montant dépensé en rapports indigents par l’exécutif croit beaucoup
plus vite que le montant que l’Agence nationale de la recherche consacre
aux projets de recherche publique?



Tribune d’un collectif anonyme de magistrats

McKinsey : nous, magistrats, trouvons anormal que le parquet ne
déclenche pas d’enquête.

L’ombre d’un scandale d’État.

Ces faits concernent tout un système susceptible de mettre en cause
les plus hautes instances de l’État : les ministres placés à la direction
d’administrations centrales, ordonnateurs des deniers publics ayant en-
gagé des dépenses au nom de l’État, et selon des procédures de marchés
publics dont il appartient à la justice d’en vérifier la régularité.

Il serait anormal que le parquet ne déclenche pas une enquête et des
investigations sur ce qui pourrait être un véritable scandale d’État.

Fraude fiscale, détournements de fonds, conflit d’intérêts . . .



La réalité des prestations effectuées par le cabinet (cette question se
pose très sérieusement concernant les 950 000 euros versés pour les
États généraux de la justice). En effet, le rapport indique que si les mi-
nistères ont du mal à indiquer quelles sont les actions demandées aux
cabinets de conseil, c’est aussi car les salariés de ces entreprises pri-
vées travaillent parfois directement dans les administrations, auprès des
fonctionnaires.

« Si vous aviez voulu [les documents] estampillés par McKinsey pré-
sents dans le dossier, vous auriez eu une feuille blanche ».

En effet, au cours de la crise sanitaire, des consultants ont pu écrire
des notes administratives, non sous le sceau de leur cabinet, mais sous
celui du ministère des Solidarités et de la Santé. Un tel niveau de confu-
sion des genres ne peut qu’interroger. Et si les prestations facturées cor-
respondent à des travaux fictifs non justifiés, il convient de s’interroger
si ces paiements correspondent à un remboursement, une contrepartie
(par exemple : un remboursement de dons versés pour une campagne
électorale). Ces faits sont susceptibles de qualifications pénales : détour-
nements de fonds publics, corruption passive, active, la liste n’étant pas
exhaustive en la matière . . .

Ne pas devenir une République bananière



La justice ne saurait être complice de ces dévoiements, il en va de
la survie de notre État de droit si nous ne voulons pas devenir une répu-
blique bananière.



Nessim Sibony, in Memoriam

Nessim Sibony soutient sa thèse à Orsay en 1974 sous la direction de
Gustave Choquet. Il devient assistant à Orsay, puis professeur à Orsay en
1981, dans l’équipe d’Analyse Harmonique.



De: "Elisabeth Kneller" <elisabeth.kneller@universite-paris-saclay.fr>
À: "joel merker" <joel.merker@universite-paris-saclay.fr>
Envoyé: Mercredi 9 Mars 2022 21:09:19
Objet: Thèse de N. Sibony

Bonsoir Joël,

J’ai demandé la thèse de Nessim Sibony auprès
de la BU et je l’ai scannée. Vous pouvez la
télécharger à l’adresse

https://filesender.renater.fr/?s=download&token=06952bef-3e98-46ae-9fc7-aa78cba2ab0b

Jean-Michel Bismut m’a aussi contactée et je lui
ai envoyé la thèse aussi.

Bien amicalement

Elisabeth





Nessim Sibony consacre sa vie de mathématicien à l’analyse com-
plexe sous toutes ses formes, et particulièrement à la dynamique holo-
morphe en dimension supérieure, aux méthodes dynamiques d’étude des
feuilletages holomorphes, et donne une impulsion essentielle au dévelop-
pement de la théorie des courants positifs, et des pluripotentiels associés.



Désolé d’entendre des résultats bien connus présentés comme nou-
veaux, Nessim Sibony s’interrogeait aussi sur les mathématiques, « une
activité de fou ».

Le point de vue de Nessim sur les mathématiques était vaste : s’il était
d’abord un analyste radical, il était capable de s’intéresser directement
aux avancées de la géométrie complexe, et aux travaux des arithméti-
ciens sur les questions d’équidistribution.

Son attitude vis à vis des mathématiques comme sur le reste était
d’une passion sans limite, sans indulgence d’abord pour lui-même, et
comme par rebond, pour les autres également. J’avais vainement tenté
de l’enrôler comme coorganisateur du séminaire d’analyse géométrique
que nous organisions à Orsay, ce qu’il avait au fond refusé. Mais il y venait
très régulièrement.

Il s’installait au fond de la salle, posait quelques questions rapides
et brèves, et passait me voir dans mon bureau pour me faire savoir, de
manière souvent vigoureuse, ce qu’il avait pensé de l’exposé.

Nessim Sibony avait volontiers le tour philosophique, ce qui lui per-
mettait d’être à la fois actif, et comme en retrait.



Ayant accédé, par son éducation, aux sources multiples de sagesses
contradictoires, il se refusait aux certitudes faciles qu’elles créent chez
leurs adeptes.

« Un artisan » disait-il plutôt, « dissimulant dans les énoncés de ses
théorèmes ce que les outils de son atelier peuvent réellement atteindre ».
Lucidité frappante... concernant la réflexivité intrinsèque du discours ma-
thématique !

« On écrit des mathématiques pour les oublier ! », m’a-t-il une fois
lancé, ce qui, au-delà du paradoxe, me plongea dans une très grande
perplexité.

Souvent, Nessim répétait que « les applications Cauchy-Riemann
entre variétés Cauchy-Riemann sont inintéressantes », car, disait-il, « la
plupart du temps, elles n’existent pas ! ».



Tout est-il sur internet?

• Google versus Focus?

• Thèse non publiée de Marc Wermann :

De : "Elisabeth Kneller" <elisabeth.kneller@universite-paris-saclay.fr>
À : "joel merker" <joel.merker@math.u-psud.fr>
Cc : "franck pierron" <franck.pierron@universite-paris-saclay.fr>, "Elisabeth Kneller"
<elisabeth.kneller@universite-paris-saclay.fr>
Envoyé : Mercredi 7 Octobre 2020 19 :17 :33
Objet : Re : Demande en tant que lecteur

Bonsoir Joël,

J’ai demandé au service PEB de faire venir la thèse. Elle devrait être disponible à
Dortmund ou à la bibliothèque nationale allemande (Frankfurt ou Leipzig).

Bien amicalement

Elisabeth







• Thèse de Wünschmann :
Wünschmann, K. : Uber Berührungsbedingungen bei Integralkurven

von Differentialgleichungen, Inaug. Dissert. (Leipzig : Teubner), 1905.











Systèmes de racines : Killing



Diagrammes de Dynkin







Sous-groupes du groupe projectif







Diagrammes de Satake



Lie 1883

• Classification de Lie des équations différentielles d’ordre 2



Élie Cartan 1932



Classification en dimension 5







Cas simplement transitif









Exemple d’arbre de scindage



Manuscrit non publié de Élie Cartan 1938



� Au début des années 1930, Élie Cartan a démontré que tous les do-
maines homogènes bornés Ω ⊂ C2 sont symétriques.

� On dit que Ω est symétrique si, pour tout point p ∈ Ω, il existe
un automorphisme holomorphie h : Ω −→ Ω fixant p = h(p), tel que
dh(p) = − Id sur l’espace tangent.

� Les domaines symétriques bornés sont toujours homogènes.

� Élie Cartan a ensuite entrepris de généraliser cela à C3.

� Il était alors nécessaire de classifier tous les domaines homogènes
bornés de C3, ce qui exige des calculs longs et difficiles.

� Élie Cartan semblait convaincu qu’en dimension quelconque n > 2,
tous les domaines homogènes bornés de Cn devraient être symétriques.

� Un manuscript de 80 pages a été achevé en 1938. Cartan ne l’a pas
publié, en espérant probablement qu’une nouvelle idée devrait voir le
jour afin d’embrasser la dimension quelconque n > 2.

� Cartan décéda en 1954, et aucune preuve générale ne fut trouvée.



� En 1964, Piateskii-Shapiro exhiba un contre-exemple, i.e. un domaine
bornée homogène de C4 qui n’est pas symétrique, à savoir un domaine
de Siegel de type II.

� Ce fut une surprise.

� Il fut alors question d’éditer le manuscrit de Cartan dans le cas n = 3,
puisqu’il n’existait aucune classification générale dans C3.

� Mais le manuscrit de Cartan est touffu, compliqué, difficile à déchif-
frer.

� Le projet de publication posthume ne vit jamais le jour.

� Au début des années 1980, Helgason suggéra à Bryant de se procurer
une copie du manuscrit de Cartan, et de l’éditer pour publication.

� Bryant écrivit à Berger, ami de Henri Cartan, qui, avec l’aide de Bour-
guignon, réussit à convaincre Henri Cartan de faire une photocopie du
fameux manuscrit, à condition de ne le distribuer à personne.

� Henri Cartan se réservait d’accorder, ou non, le droit à une publication
posthume une fois que Bryant aurait achevé son travail d’édition.



� Mais Bryant réalisa que le manuscrit était « rather challenging ».

It’s quite long, and it leaves a lot to the reader. Cartan’s handwriting is
not always entirely clear, and sometimes you have to fill in sentences that
are not complete.

Also, I am convinced that Cartan had some calculations kept separate
from the manuscript with the idea that he would decide at some later point
whether to include them or not (maybe in response to a referee report),
but I never went back to Henri to ask him to check for those among his
father’s papers.

As you can imagine, there are some places in the manuscript, particu-
larly at the beginning, where he is very clever, but most of it is just painsta-
kingly detailed calculations similar to what he did in the 5-variables paper.

It just amazes me that I have not found any significant error in Car-
tan’s calculations ; my respect for his computational facility is just about
unbounded at this point.



Géométries CR exceptionnelles





• In C8+8, consider :
Rew1 = Re

(
z1 z4 + z2 z3

)
,

Rew2 = Re
(
z1 z6 + z2 z5

)
,

Imw3 = Im
(
z1 z7 + z5 z3

)
,

Imw4 = Im
(
z2 z7 + z3 z6 − z5 z4 − z8 z1

)
,

Rew5 = Re
(
z2 z7 + z3 z6 − z5 z4 − z8 z1

)
,

Imw6 = Im
(
z2 z8 + z6 z4

)
,

Rew7 = Re
(
z3 z8 + z4 z7

)
,

Rew8 = Re
(
z5 z8 + z6 z7

)
.



L2
w4w4

:= (2w1 z5 − 2w2 z3 − 2w3 z2 − w4 z1 + w5 z1) ∂z1

+ (2w1 z6 − 2w2 z4 − w4 z2 − w5 z2 − 2w6 z1) ∂z2

+ (2w1 z7 + 2w3 z4 − w4 z3 − w5 z3 − 2w7 z1) ∂z3

+ (2w1 z8 − w4 z4 + w5 z4 + 2w6 z3 − 2w7 z2) ∂z4

+ (2w2 z7 + 2w3 z6 − w4 z5 − w5 z5 − 2w8 z1) ∂z5

+ (2w2 z8 − w4 z6 + w5 z6 + 2w6 z5 − 2w8 z2) ∂z6

− (2w3 z8 + w4 z7 − w5 z7 − 2w7 z5 + 2w8 z3) ∂z7

− (w4 z8 + w5 z8 + 2w6 z7 − 2w7 z6 + 2w8 z4) ∂z8

− 2w1 w4 ∂w1 − 2w2 w4 ∂w2 − 2w3 w4 ∂w3

+ (4w1 w8 − 4w2 w7 − 4w3 w6 − w2
4 − w2

5) ∂w4

− 2w4 w5 ∂w5 − 2w4 w6 ∂w6 − 2w4 w7 ∂w7 − 2w4 w8 ∂w8,



su(p, q) CR Models :

• Equations for 1 6 a < c 6 ` :

Imwac = Im


za,1 zc,1 + · · · + za,n zn,c

+ua,1 vc,1 + · · · + ua,m vc,m
+va,1 uc,1 + · · · + va,m uc,m

 ,

and for 1 6 c 6 a 6 ` :

Rewac = Re


za,1 zc,1 + · · · + za,n zn,c

+ua,1 vc,1 + · · · + ua,m vc,m
+va,1 uc,1 + · · · + va,m uc,m

 .











1. su(p, q) CR MODELS : EXPECTED DIMENSIONS
From Zhaohu’s construction :

dim g−2 = `2 = codimM,

dim g−1 = 2 (n + m + m) ` = CRdimM,

dim g0 = dim su(p, q)− 2 codimM − 2 CRdimM,

dim g1 = dim g−1

dim g2 = dim g−2,

hence :
dim g0 = dim su(p, q)− 2 codimR− 2CRdim

= (p + q)2 − 1− 2 `2 − 4 (n + m + m) `

= (n + m + m)2 + 2 `2 − 1.

2. su(p, q) CR MODELS : GENERATORS OF g−2 AND OF g−1

Simply :

g−2 = Span
{
∂wac

<
,
√
−1 ∂wac

>

}
Next, g−1 is generated by :

Lzij := ∂zij +
∑
16r<i

zrj ∂wri
+
∑
16s<i

zsj ∂wis
+ 2 zij ∂wii

+
∑
i<r6`

zrj ∂wri
−
∑
i<s6`

zsj ∂wis
(16 i6 `, 16 j6n),



ILzij =
√
−1

(
∂zij −

∑
16r<i

zrj ∂wri
−
∑
16s<i

zsj ∂wis
− 2 zij ∂wii

−
∑
i<r6`

zrj ∂wri
+
∑
i<s6`

zsj ∂wis

)
(16 i6 `, 16 j6n),

Luik = ∂uik +
∑
16r<i

vrk ∂wri
+
∑
16s<i

vsk ∂wis
+ 2 vik ∂wii

+
∑
i<r6`

vrk ∂wri
−
∑
i<s6`

vsk ∂wis
(16 i6 `, 16 k6m),

ILuik =
√
−1

(
∂uik −

∑
16r<i

vrk ∂wri
−
∑
16s<i

vsk ∂wis
− 2 vik ∂wii

−
∑
i<r6`

vrk ∂wri
+
∑
i<s6`

vsk ∂wis

)
(16 i6 `, 16 k6m),

Lvik = ∂vik +
∑
16r<i

urk ∂wri
+
∑
16s<i

usk ∂wis
+ 2uik ∂wii

+
∑
i<r6`

urk ∂wri
−
∑
i<s6`

usk ∂wis
(16 i6 `, 16 k6m),

ILvik =
√
−1

(
∂vik −

∑
16r<i

urk ∂wri
−
∑
16s<i

usk ∂wis
− 2uik ∂wii

−
∑
i<r6`

urk ∂wri
+
∑
i<s6`

usk ∂wis

)
(16 i6 `, 16 k6m).



3. su(p, q) CR MODELS : GENERATORS OF g0

With the decomposition :(
n + m + m

)2
= m2 + m(m−1)

2 + m(m−1)
2 + nm + nm + n(n−1)

2

+ m2 + m(m−1)
2 + m(m−1)

2 + nm + nm + n(n−1)
2

+ n + m + m,

there are 6 + 6 + 3 families of generators for g0 that are independent of any ∂w`′`′′
.

Firstly :

L1
k1k2

:=
∑̀
`′=1

u`′k1 ∂u`′k2
−
∑̀
`′=1

v`′k2 ∂v`′k1
(16 k1, k26m),

L2
k1k2

:=
∑̀
`′=1

v`′k1 ∂u`′k2
−
∑̀
`′=1

v`′k2 ∂u`′k1
(16 k1<k26m),

L3
k1k2

:=
∑̀
`′=1

u`′k1 ∂v`′k2
−
∑̀
`′=1

u`′k2 ∂v`′k1
(16 k1<k26m),

L4
i,k :=

∑̀
`′=1

u`′k ∂z`′i −
∑̀
`′=1

z`′i ∂v`′k (16 i6n, 16 k6m),

L5
i,k :=

∑̀
`′=1

v`′k ∂z`′i −
∑̀
`′=1

z`′i ∂u`′k (16 i6n, 16 k6m),

L6
i1,i2

:=
∑̀
`′=1

z`′i1 ∂z`′i2
−
∑̀
`′=1

z`′i2 ∂z`′i1
(16 i1< i26n),



Secondly :

IL1
k1k2

:=
√
−1
∑̀
`′=1

u`′k1 ∂u`′k2
+
√
−1
∑̀
`′=1

v`′k2 ∂v`′k1
(16 k1, k26m),

IL2
k1k2

:=
√
−1
∑̀
`′=1

v`′k1 ∂u`′k2
+
√
−1
∑̀
`′=1

v`′k2 ∂u`′k1
(16 k1<k26m),

IL3
k1k2

:=
√
−1
∑̀
`′=1

u`′k1 ∂v`′k2
+
√
−1
∑̀
`′=1

u`′k2 ∂v`′k1
(16 k1<k26m),

IL4
i,k :=

√
−1
∑̀
`′=1

u`′k ∂z`′i +
√
−1
∑̀
`′=1

z`′i ∂v`′k (16 i6n, 16 k6m),

IL5
i,k :=

√
−1
∑̀
`′=1

v`′k ∂z`′i +
√
−1
∑̀
`′=1

z`′i ∂u`′k (16 i6n, 16 k6m),

IL6
i1,i2

:=
√
−1
∑̀
`′=1

z`′i1 ∂z`′i2
+
√
−1
∑̀
`′=1

z`′i2 ∂z`′i1
(16 i1< i26n),



Thirdly :

IL7
i :=

√
−1
∑̀
`′=1

z`′i ∂z`′i (16 i6n),

IL8
k :=

√
−1
∑̀
`′=1

v`′k ∂u`′k (16 k6m),

IL9
k :=

√
−1
∑̀
`′=1

u`′k ∂v`′k (16 k6m).

In addition, there are 5 families of generators which do depend on some ∂w`′`′
:

Li,j (16 i < j6 `),

Li,j (16 j6 i6 `),

ILi,j (16 i < j6 `),

ILi,i (16 i6 `),

ILi,j (16 j < i6 `).

For 1 6 i < j 6 ` :

Li,j :=

n∑
n′=1

zin′ ∂zjn′ +

m∑
m′=1

uim′ ∂ujm′ +

m∑
m′=1

vim′ ∂vjm′

+
∑
16s<i

wis ∂wjs
+
∑
i6s6j

wsi ∂wjs
+
∑
j<s6`

wis ∂wjs

+
∑
16r<i

wri ∂wrj
−
∑
i<r<j

wir ∂wrj
+
∑
j6r6`

wri ∂wrj
.



For 1 6 j 6 i 6 ` :

Li,j :=

n∑
n′=1

zin′ ∂zjn′ +

m∑
m′=1

uim′ ∂ujm′ +

m∑
m′=1

vim′ ∂vjm′

+
∑
16s6j

wis ∂wjs
−
∑
j<s<i

wsi ∂wjs
+
∑
i<s6`

wis ∂wjs

+
∑
16r<j

wri ∂wrj
+
∑
j6r6i

wir ∂wrj
+
∑
i<r6`

wri ∂wrj
.

For 1 6 i < j 6 ` :

ILi,j :=
√
−1

n∑
n′=1

zin′ ∂zjn′ +
√
−1

m∑
m′=1

uim′ ∂ujm′ +
√
−1

m∑
m′=1

vim′ ∂vjm′

− √−1
∑
16s<i

wsi ∂wjs
+
√
−1
∑
i<s6j

wis ∂wjs
+
√
−1
∑
j<s6`

wsi ∂wjs

− √−1
∑
16r6i

wir ∂wrj
− √−1

∑
i<r<j

wri ∂wrj
+
√
−1
∑
j6r6`

wir ∂wrj
.

For 1 6 i 6 ` :

ILi,i :=
√
−1

n∑
n′=1

zin′ ∂zin′ +
√
−1

m∑
m′=1

uim′ ∂uim′ +
√
−1

m∑
m′=1

vim′ ∂vim′

− √−1
∑
16s<i

wsi ∂wis
+
√
−1
∑
i<s6`

wsi ∂wis

− √−1
∑
16s<i

wis ∂wsi
+
√
−1
∑
i<s6`

wsi ∂wis
.



For 1 6 j < i 6 ` :

ILi,j :=
√
−1

n∑
n′=1

zin′ ∂zjn′ +
√
−1

m∑
m′=1

uim′ ∂ujm′ +
√
−1

m∑
m′=1

vim′ ∂vjm′

− √−1
∑
16s6j

wsi ∂wjs
+
√
−1
∑
j<s6i

wis ∂wjs
+
√
−1
∑
i<s6`

wsi ∂wjs

− √−1
∑
16r<j

wir ∂wrj
− √−1

∑
j6r<i

wri ∂wrj
+
√
−1
∑
i<r6`

wir ∂wrj
.

4. su(p, q) CR MODELS : GENERATORS OF g1

There are 6 families of generators for g1 :

Lzijzij (16 i6 `, 16 j6n),

ILzijzij (16 i6 `, 16 j6n),

Luikuik (16 i6 `, 16 k6m),

ILuikuik (16 i6 `, 16 k6m),

Lvikvik (16 i6 `, 16 k6m),

ILvikfik (16 i6 `, 16 k6m).



For 1 6 i 6 ` and 1 6 j 6 n :

Lzijzij :=
∑̀
`′=1

n∑
n′=1
n′ 6=j

(
2 z`′j zin′

)
∂z`′n′

+
∑
16`′<i

(
2 z`′j zij − w`′i − wi`′

)
∂z`′j +

(
2 z2ij − wii

)
∂zij +

∑
i<`′6`

(
2 z`′j zij − w`′i + wi`′

)
∂z`′j

+
∑̀
`′=1

m∑
m′=1

(
2 z`′j uim′

)
∂u`′m′ +

∑̀
`′=1

m∑
m′=1

(
2 z`′j uim′

)
∂v`′m′

+
∑

16r<s<i

(
zrj
[
− wsi + wis

]
+ zsj

[
wri − wir

])
∂wrs +

∑
16r<i

(
zrj
[
wii

]
+ zij

[
wri − wir

])
∂wri

+
∑
16r6i

(
zrj
[
wis + wsi

]
+ zsj

[
wri − wir

])
∂wrs +

∑
i<r6`

(
zij
[
wis + wsi

]
+ zsj

[
− wii

])
∂wis

+
∑

i<r<s6`

(
zrj
[
wis + wsi

]
+ zsj

[
− wri − wir

])
∂wrs

+
∑
16r<i

(
zrj
[
− 2wri + 2wir

])
∂wrr +

(
zij
[
2wii

])
∂wii

+
∑
i<r6`

(
zrj
[
2wir + 2wri

])
∂wrr

+
∑

16s<r<i

(
zrj
[
− wsi + wis

]
+ zsj

[
− wri + wir

])
∂wrs +

∑
16s<i

(
zij
[
− wsi + wis

]
+ wsj

[
wii

])
∂wis

+
∑
i<r6`

(
zrj
[
− wsi + wis

]
+ zsj

[
wir + wri

])
∂wrs +

∑
i<r6`

(
zrj
[
wii

]
+ zij

[
wir + wri

])
∂wri

+
∑

i<s<r6`

(
zrj
[
wis + wsi

]
+ zsj

[
wir + wri

])
∂wrs.



For 1 6 i 6 ` and 1 6 j 6 n :

ILzijzij :=
√
−1
∑̀
`′=1

n∑
n′=1
n′ 6=j

(
2 z`′j zin′

)
∂z`′n′

+
√
−1
∑
16`′<i

(
2 z`′j zij + w`′i + wi`′

)
∂z`′j +

√
−1
(
2 z2ij + wii

)
∂zij

+
√
−1
∑
i<`′6`

(
2 z`′j zij + w`′i − wi`′

)
∂z`′j

+
√
−1
∑̀
`′=1

m∑
m′=1

(
2 z`′j uim′

)
∂u`′m′ +

√
−1
∑̀
`′=1

m∑
m′=1

(
2 z`′j uim′

)
∂v`′m′

+
√
−1

∑
16r<s<i

(
zrj
[
− wsi + wis

]
+ zsj

[
wri − wir

])
∂wrs +

√
−1
∑
16r<i

(
zrj
[
wii

]
+ zij

[
wri − wir

])
∂wri

+
√
−1
∑
16r6i

(
zrj
[
wis + wsi

]
+ zsj

[
wri − wir

])
∂wrs +

√
−1
∑
i<r6`

(
zij
[
wis + wsi

]
+ zsj

[
− wii

])
∂wis

+
√
−1

∑
i<r<s6`

(
zrj
[
wis + wsi

]
+ zsj

[
− wri − wir

])
∂wrs

+
√
−1
∑
16r<i

(
zrj
[
− 2wri + 2wir

])
∂wrr +

(
zij
[
2wii

])
∂wii

+
√
−1
∑
i<r6`

(
zrj
[
2wir + 2wri

])
∂wrr



+
√
−1

∑
16s<r<i

(
zrj
[
− wsi + wis

]
+ zsj

[
− wri + wir

])
∂wrs

+
√
−1
∑
16s<i

(
zij
[
− wsi + wis

]
+ wsj

[
wii

])
∂wis

+
√
−1
∑
i<r6`

(
zrj
[
− wsi + wis

]
+ zsj

[
wir + wri

])
∂wrs +

√
−1
∑
i<r6`

(
zrj
[
wii

]
+ zij

[
wir + wri

])
∂wri

+
√
−1

∑
i<s<r6`

(
zrj
[
wis + wsi

]
+ zsj

[
wir + wri

])
∂wrs.

For 1 6 i 6 ` and 1 6 k 6 m :

Luikuik :=
∑̀
`′=1

n∑
n′=1

(
2 zin′ u`′k

)
∂z`′n′

+
∑̀
`′=1

m∑
m′=1

(
2uim′ u`′m′

)
∂u`′m′

+
∑̀
`′=1

m∑
m′=1
m′ 6=k

(
2u`′k vim′

)
∂v`′m′

+
∑
16`′<i

(
2u`′k vik − w`′i − wi`′

)
∂v`′k +

(
2uik vik − wii

)
∂vik +

∑
i<`′6`

(
2u`′k vik − w`′i + wi`′

)
∂v`′k



+
∑

16r<s<i

(
urk
[
− wsi + wis

]
+ usk

[
wri − wir

])
∂wrs +

∑
16r<i

(
urk
[
wii

]
+ uik

[
wri − wir

])
∂wri

+
∑
16r6i

(
urk
[
wis + wsi

]
+ usk

[
wri − wir

])
∂wrs +

∑
i<r6`

(
uik
[
wis + wsi

]
+ usk

[
− wii

])
∂wis

+
∑

i<r<s6`

(
urk
[
wis + wsi

]
+ usk

[
− wri − wir

])
∂wrs

+
∑
16r<i

(
urk
[
− 2wri + 2wir

])
∂wrr +

(
uik
[
2wii

])
∂wii

+
∑
i<r6`

(
urk
[
2wir + 2wri

])
∂wrr

+
∑

16s<r<i

(
urk
[
− wsi + wis

]
+ usk

[
− wri + wir

])
∂wrs +

∑
16s<i

(
uik
[
− wsi + wis

]
+ wsk

[
wii

])
∂wis

+
∑
i<r6`

(
urk
[
− wsi + wis

]
+ usk

[
wir + wri

])
∂wrs +

∑
i<r6`

(
urk
[
wii

]
+ uik

[
wir + wri

])
∂wri

+
∑

i<s<r6`

(
urk
[
wis + wsi

]
+ usk

[
wir + wri

])
∂wrs.



For 1 6 i 6 ` and 1 6 k 6 m :

ILuikuik :=
√
−1
∑̀
`′=1

n∑
n′=1

(
2 zin′ u`′k

)
∂z`′n′

+
√
−1
∑̀
`′=1

m∑
m′=1

(
2uim′ u`′m′

)
∂u`′m′

+
√
−1
∑̀
`′=1

m∑
m′=1
m′ 6=k

(
2u`′k vim′

)
∂v`′m′

+
√
−1
∑
16`′<i

(
2u`′k vik + w`′i + wi`′

)
∂v`′k +

√
−1
(
2uik vik + wii

)
∂vik +

√
−1
∑
i<`′6`

(
2u`′k vik + w`′i − wi`′

)
∂v`′k

+
√
−1

∑
16r<s<i

(
urk
[
− wsi + wis

]
+ usk

[
wri − wir

])
∂wrs +

√
−1
∑
16r<i

(
urk
[
wii

]
+ uik

[
wri − wir

])
∂wri

+
√
−1
∑
16r6i

(
urk
[
wis + wsi

]
+ usk

[
wri − wir

])
∂wrs +

√
−1
∑
i<r6`

(
uik
[
wis + wsi

]
+ usk

[
− wii

])
∂wis

+
√
−1

∑
i<r<s6`

(
urk
[
wis + wsi

]
+ usk

[
− wri − wir

])
∂wrs

+
√
−1
∑
16r<i

(
urk
[
− 2wri + 2wir

])
∂wrr +

(
uik
[
2wii

])
∂wii

+
√
−1
∑
i<r6`

(
urk
[
2wir + 2wri

])
∂wrr



+
√
−1

∑
16s<r<i

(
urk
[
− wsi + wis

]
+ usk

[
− wri + wir

])
∂wrs

+
√
−1
∑
16s<i

(
uik
[
− wsi + wis

]
+ wsk

[
wii

])
∂wis

+
√
−1
∑
i<r6`

(
urk
[
− wsi + wis

]
+ usk

[
wir + wri

])
∂wrs +

√
−1
∑
i<r6`

(
urk
[
wii

]
+ uik

[
wir + wri

])
∂wri

+
√
−1

∑
i<s<r6`

(
urk
[
wis + wsi

]
+ usk

[
wir + wri

])
∂wrs.

For 1 6 i 6 ` and 1 6 k 6 m :

Lvikvik :=
∑̀
`′=1

n∑
n′=1

(
2 zin′ v`′k

)
∂z`′n′

+
∑̀
`′=1

m∑
m′=1

(
2 vim′ v`′m′

)
∂v`′m′

+
∑̀
`′=1

m∑
m′=1
m′ 6=k

(
2 v`′k vim′

)
∂v`′m′

+
∑
16`′<i

(
2 v`′k vik − w`′i − wi`′

)
∂v`′k +

(
2 vik vik − wii

)
∂vik +

∑
i<`′6`

(
2 v`′k vik − w`′i + wi`′

)
∂v`′k



+
∑

16r<s<i

(
vrk
[
− wsi + wis

]
+ vsk

[
wri − wir

])
∂wrs +

∑
16r<i

(
vrk
[
wii

]
+ vik

[
wri − wir

])
∂wri

+
∑
16r6i

(
vrk
[
wis + wsi

]
+ vsk

[
wri − wir

])
∂wrs +

∑
i<r6`

(
vik
[
wis + wsi

]
+ vsk

[
− wii

])
∂wis

+
∑

i<r<s6`

(
vrk
[
wis + wsi

]
+ vsk

[
− wri − wir

])
∂wrs

+
∑
16r<i

(
vrk
[
− 2wri + 2wir

])
∂wrr +

(
vik
[
2wii

])
∂wii

+
∑
i<r6`

(
vrk
[
2wir + 2wri

])
∂wrr

+
∑

16s<r<i

(
vrk
[
− wsi + wis

]
+ vsk

[
− wri + wir

])
∂wrs +

∑
16s<i

(
vik
[
− wsi + wis

]
+ wsk

[
wii

])
∂wis

+
∑
i<r6`

(
vrk
[
− wsi + wis

]
+ vsk

[
wir + wri

])
∂wrs +

∑
i<r6`

(
vrk
[
wii

]
+ vik

[
wir + wri

])
∂wri

+
∑

i<s<r6`

(
vrk
[
wis + wsi

]
+ vsk

[
wir + wri

])
∂wrs.



For 1 6 i 6 ` and 1 6 k 6 m :

ILvikvik :=
√
−1
∑̀
`′=1

n∑
n′=1

(
2 zin′ v`′k

)
∂z`′n′

+
√
−1
∑̀
`′=1

m∑
m′=1

(
2 vim′ v`′m′

)
∂v`′m′

+
√
−1
∑̀
`′=1

m∑
m′=1
m′ 6=k

(
2 v`′k vim′

)
∂v`′m′

+
√
−1
∑
16`′<i

(
2 v`′k vik + w`′i + wi`′

)
∂v`′k +

√
−1
(
2 vik vik + wii

)
∂vik +

√
−1
∑
i<`′6`

(
2 v`′k vik + w`′i − wi`′

)
∂v`′k

+
√
−1

∑
16r<s<i

(
vrk
[
− wsi + wis

]
+ vsk

[
wri − wir

])
∂wrs +

√
−1
∑
16r<i

(
vrk
[
wii

]
+ vik

[
wri − wir

])
∂wri

+
√
−1
∑
16r6i

(
vrk
[
wis + wsi

]
+ vsk

[
wri − wir

])
∂wrs +

√
−1
∑
i<r6`

(
vik
[
wis + wsi

]
+ vsk

[
− wii

])
∂wis

+
√
−1

∑
i<r<s6`

(
vrk
[
wis + wsi

]
+ vsk

[
− wri − wir

])
∂wrs

+
√
−1
∑
16r<i

(
vrk
[
− 2wri + 2wir

])
∂wrr +

(
vik
[
2wii

])
∂wii

+
√
−1
∑
i<r6`

(
vrk
[
2wir + 2wri

])
∂wrr



+
√
−1

∑
16s<r<i

(
vrk
[
− wsi + wis

]
+ vsk

[
− wri + wir

])
∂wrs

+
√
−1
∑
16s<i

(
vik
[
− wsi + wis

]
+ wsk

[
wii

])
∂wis

+
√
−1
∑
i<r6`

(
vrk
[
− wsi + wis

]
+ vsk

[
wir + wri

])
∂wrs +

√
−1
∑
i<r6`

(
vrk
[
wii

]
+ vik

[
wir + wri

])
∂wri

+
√
−1

∑
i<s<r6`

(
vrk
[
wis + wsi

]
+ vsk

[
wir + wri

])
∂wrs.

5. su(p, q) CR MODELS : GENERATORS OF g2

There are 3 families of generators for g2 :

Lwijwij
(16 i < j6 `),

Lwiiwii
(16 i6 `),

ILwijwij
(16 i > j6 `).



For 1 6 i < j 6 ` :

Lwijwij
:=

∑
16`′<i

n∑
n′=1

(
zin′
[
wj`′ + w`′j

]
+ zjn′

[
− wi`′ − w`′i

])
∂z`′n′

+

n∑
n′=1

(
zin′
[
wij + wji

]
+ zjn′

[
− wii

])
∂zin′

+
∑
i<`′<j

n∑
n′=1

(
zin′
[
wj`′ + w`′j

]
+ zjn′

[
wi`′ − w`′i

])
∂z`′n′

+

n∑
n′=1

(
zin′
[
wjj

]
+ zjn′

[
wij − wji

])
∂zjn′

+
∑

j<`′6`

n∑
n′=1

(
zin′
[
− wj`′ + w`′j

]
+ zjn′

[
wi`′ − w`′i

])
∂z`′n′



+
∑
16`′<i

m∑
m′=1

(
uim′

[
wj`′ + w`′j

]
+ ujm′

[
− wi`′ − w`′i

])
∂u`′m′

+

m∑
m′=1

(
uim′

[
wij + wji

]
+ ujm′

[
− wii

])
∂uim′

+
∑
i<`′<j

m∑
m′=1

(
uim′

[
wj`′ + w`′j

]
+ ujm′

[
wi`′ − w`′i

])
∂u`′m′

+

m∑
m′=1

(
uim′

[
wjj

]
+ ujm′

[
wij − wji

])
∂ujm′

+
∑

j<`′6`

m∑
m′=1

(
uim′

[
− wj`′ + w`′j

]
+ ujm′

[
wi`′ − w`′i

])
∂u`′m′



+
∑
16`′<i

m∑
m′=1

(
vim′
[
wj`′ + w`′j

]
+ vjm′

[
− wi`′ − w`′i

])
∂v`′m′

+

m∑
m′=1

(
vim′
[
wij + wji

]
+ vjm′

[
− wii

])
∂vim′

+
∑
i<`′<j

m∑
m′=1

(
vim′
[
wj`′ + w`′j

]
+ vjm′

[
wi`′ − w`′i

])
∂v`′m′

+

m∑
m′=1

(
vim′
[
wjj

]
+ vjm′

[
wij − wji

])
∂vjm′

+
∑

j<`′6`

m∑
m′=1

(
vim′
[
− wj`′ + w`′j

]
+ vjm′

[
wi`′ − w`′i

])
∂v`′m′



+
∑
16r<i

(
− 2wriwjr + 2wrj wir

)
∂wrr

+
∑
16r<i

(
wriwij − wir wji + wiiwjr

)
∂wri

+
∑
16r<i

(
wrj wij − wir wjj + wjiwjr

)
∂wrj

+
∑
16s<i

(
− wsiwji + wsj wii + wiswij

)
∂wis

+
(
2wiiwij

)
∂wii

+
∑
i<s<j

(
− wiiwjs + wiswij + wsiwji

)
∂wis

+
(
− wiiwjj + w2

ij + w2
ji

)
∂wij



+
∑
j<s6`

(
− wiiwsj + wij wis + wjiwsi

)
∂wis

+
∑
i<r<j

(
wiiwrj + wjiwir + wij wri

)
∂wri

+
∑
i<r<j

(
2wir wjr + 2wriwrj

)
∂wrr

+
∑
i<r<j

(
wij wrj − wriwjj + wjiwjr

)
∂wrj

+
∑
16s<i

(
− wsiwjj + wsj wji + wij wjs

)
∂wjs

+
(
2wij wji

)
∂wji

+
∑
i<s<j

(
wiswjj + wij wjs + wsj wji

)
∂wjs

+
(
2wij wjj

)
∂wjj

+
∑
j<s6`

(
wij wjs − wjiwsj + wjj wsi

)
∂wjs

+
∑
j<r6`

(
− wiiwjr + wij wri + wir wji

)
∂wri

+
∑
j<r6`

(
wij wrj + wir wjj − wjiwjr

)
∂wrj

+
∑
j<r6`

(
2wir wrj − 2wjr wri

)
∂wrr



+
∑

16s<r<i

(
− wsiwjr + wsj wir − wriwjs + wrj wis

)
∂wrs

+
∑

16r<s<i

(
wriwsj − wrj wsi − wir wjs + wiswjr

)
∂wrs

+
∑
16r<i

∑
i<s<j

(
wriwsj + wrj wis − wir wjs + wsiwjr

)
∂wrs

+
∑
16r<i

∑
j<s6`

(
− wriwjs + wrj wis − wir wsj + wjr wsi

)
∂wrs

+
∑
i<r<j

∑
16s<i

(
− wsiwjr + wsj wri + wiswrj + wir wjs

)
∂wrs

+
∑

i<s<r<j

(
wiswjr + wir wjs + wsiwrj + wsj wri

)
∂wrs

+
∑

i<r<s<j

(
− wir wsj + wiswrj − wriwjs + wsiwjr

)
∂wrs

+
∑
i<r<j

∑
j<s6`

(
wir wjs + wiswrj − wriwsj + wjr wsi

)
∂wrs



+
∑
j<r6`

∑
16s<i

(
− wsiwrj + wsj wri − wiswjr + wir wjs

)
∂wrs

+
∑
j<r6`

∑
i<s<j

(
wiswrj + wir wjs − wsiwjr + wsj wri

)
∂wrs

+
∑

j<s<r6`

(
wiswrj + wir wsj − wjswri − wjr wsi

)
∂wrs

+
∑

j<r<s6`

(
wir wjs − wiswjr − wriwsj + wrj wsi

)
∂wrs.

For 1 6 i 6 ` :

ILwiiwii
:=

√
−1
∑
16`′<i

n∑
n′=1

zin′
(
w`′i + wi`′

)
∂z`′n′

+
√
−1

n∑
n′=1

zin′ wii ∂zin′

√
−1
∑
i<`′6`

n∑
n′=1

zin′
(
w`′i − wi`′

)
∂z`′n′



+
√
−1
∑
16`′<i

m∑
m′=1

uim′
(
w`′i + wi`′

)
∂u`′m′

+
√
−1

m∑
m′=1

uim′ wii ∂uim′

+
√
−1
∑
i<`′6`

m∑
m′=1

uim′
(
w`′i − wi`′

)
∂u`′m′

+
√
−1
∑
16`′<i

m∑
m′=1

vim′
(
w`′i + wi`′

)
∂v`′m′

+
√
−1

m∑
m′=1

vim′ wii ∂vim′

+
√
−1
∑
i<`′6`

m∑
m′=1

vim′
(
w`′i − wi`′

)
∂v`′m′



+
√
−1
∑
16r<i

(
− w2

ri + w2
ir

)
∂wrr

+
√
−1wiiwii ∂wii

+
√
−1
∑
i<r6`

(
w2

ri − w2
ir

)
∂wrr

+
√
−1
∑
16s<i

wiswii ∂wis

+
√
−1
∑
i<s6`

wiswii ∂wis

+
√
−1
∑
16r<i

wriwii ∂wri

+
√
−1
∑
i<r6`

wriwii ∂wri



+
√
−1

∑
16r<s<i

(
wriwis − wsiwir

)
∂wrs

+
√
−1

∑
16s<r<i

(
− wsiwri + wiswir

)
∂wrs

+
√
−1

∑
i<r<s6`

(
− wir wsi + wiswri

)
∂wrs

+
√
−1

∑
i<s<r6`

(
− wiswir + wsiwri

)
∂wrs

+
√
−1
∑
16r<i

∑
i<s6`

(
wriwsi + wir wis

)
∂wrs

+
∑
i<r6`

∑
16s<i

(
wsiwir + wiswri

)
∂wrs.



For 1 6 j < i 6 ` :

ILwijwij
:=

√
−1

∑
16`′<j

n∑
n′=1

(
zin′
[
w`′j + wj`′

]
+ zjn′

[
w`′i + wi`′

])
∂z`′n′

+
√
−1

n∑
n′=1

(
zin′
[
wjj

]
+ zjn′

[
wji + wij

])
∂zjn′

+
√
−1
∑
j<`′<i

n∑
n′=1

(
zin′
[
− wj`′ + w`′j

]
+ zjn′

[
w`′i + wi`′

])
∂z`′n′

+
√
−1

n∑
n′=1

(
zin′
[
wij − wji

]
+ zjn′

[
wii

])
∂zin′

+
√
−1
∑
i<`′6`

n∑
n′=1

(
zin′
[
− wj`′ + w`′j

]
+ zjn′

[
− wi`′ + w`′i

])
∂z`′n′



+
√
−1

∑
16`′<j

m∑
m′=1

(
uin′
[
w`′j + wj`′

]
+ ujm′

[
w`′i + wi`′

])
∂u`′m′

+
√
−1

m∑
m′=1

(
uim′

[
wjj

]
+ ujm′

[
wji + wij

])
∂ujm′

+
√
−1
∑
j<`′<i

m∑
m′=1

(
uim′

[
− wj`′ + w`′j

]
+ ujm′

[
w`′i + wi`′

])
∂u`′m′

+
√
−1

m∑
m′=1

(
uim′

[
wij − wji

]
+ ujm′

[
wii

])
∂uim′

+
√
−1
∑
i<`′6`

m∑
m′=1

(
uim′

[
− wj`′ + w`′j

]
+ ujm′

[
− wi`′ + w`′i

])
∂u`′m′



+
√
−1

∑
16`′<j

m∑
m′=1

(
vin′
[
w`′j + wj`′

]
+ vjm′

[
w`′i + wi`′

])
∂v`′m′

+
√
−1

m∑
m′=1

(
vim′

[
wjj

]
+ vjm′

[
wji + wij

])
∂vjm′

+
√
−1
∑
j<`′<i

m∑
m′=1

(
vim′

[
− wj`′ + w`′j

]
+ vjm′

[
w`′i + wi`′

])
∂v`′m′

+
√
−1

m∑
m′=1

(
vim′

[
wij − wji

]
+ vjm′

[
wii

])
∂vim′

+
√
−1
∑
i<`′6`

m∑
m′=1

(
vim′

[
− wj`′ + w`′j

]
+ vjm′

[
− wi`′ + w`′i

])
∂v`′m′



+
√
−1
∑
16r<j

(
− 2wrj wri + 2wjr wir

)
∂wrr

+
√
−1
∑
16r<j

(
wrj wij + wriwjj − wjr wji

)
∂wrj

+
√
−1
∑
16r<j

(
wrj wii + wriwij + wjiwir

)
∂wri

+
√
−1
∑
16s<j

(
− wsj wji + wjswij + wjj wis

)
∂wjs

+
√
−1
(
2wjj wji

)
∂wjj

+
√
−1
∑
j<s<i

(
− wjj wsi + wjswij + wjiwsj

)
∂wjs

+
√
−1
(
2wij wji

)
∂wji



+
√
−1
∑
i<s6`

(
wjj wis + wjiwsj + wjswij

)
∂wjs

+
√
−1
∑
j<r<i

(
wjj wir + wjr wji + wrj wij

)
∂wrj

+
√
−1
∑
j<r<i

(
2wjr wri + 2wrj wir

)
∂wrr

+
√
−1
∑
j<r<i

(
− wjr wii + wjiwir + wriwij

)
∂wri

+
√
−1
∑
16s<j

(
wsiwji + wjswii + wiswij

)
∂wis

+
√
−1
(
wjj wii + w2

ij + w2
ji

)
∂wij

+
√
−1
∑
j<s<i

(
wjiwsi + wsj wii + wij wis

)
∂wis

+
√
−1
(
2wij wii

)
∂wii

+
√
−1
∑
i<s6`

(
− wjiwsi + wjswii + wij wis

)
∂wis

+
√
−1
∑
i<r6`

(
wjj wri + wjiwjr + wij wrj

)
∂wrj

+
√
−1
∑
i<r6`

(
− wjiwir + wij wri + wiiwrj

)
∂wri

+
√
−1
∑
i<r6`

(
− 2wjr wir + 2wrj wri

)
∂wrr



+
√
−1

∑
16s<r<j

(
− wsj wri − wsiwrj + wjswir + wjr wis

)
∂wrs

+
√
−1

∑
16r<s<j

(
wrj wis + wriwjs − wsj wir − wsiwjr

)
∂wrs

+
√
−1
∑
16r<j

∑
j<s<i

(
wrj wis + wriwsj − wjr wsi + wjswir

)
∂wrs

+
√
−1
∑
16r<j

∑
i<s6`

(
wrj wsi + wriwsj + wiswjr + wjswir

)
∂wrs

+
√
−1
∑
j<r<i

∑
16s<j

(
− wsj wri + wsiwjr + wjswir + wrj wis

)
∂wrs

+
√
−1

∑
j<s<r<i

(
wjswri + wjr wsi + wsj wir + wrj wis

)
∂wrs

+
√
−1

∑
j<r<s<i

(
− wjr wis + wjswir − wrj wsi + wriwsj

)
∂wrs

+
√
−1
∑
j<r<i

∑
i<s6`

(
− wjr wsi + wjswir + wiswrj + wriwsj

)
∂wrs



+
√
−1
∑
i<r6`

∑
16s<j

(
wsj wir + wsiwjr + wriwjs + wiswrj

)
∂wrs

+
√
−1
∑
i<r6`

∑
j<s<i

(
− wjswir + wjr wsi + wsj wri + wiswrj

)
∂wrs

+
√
−1

∑
i<s<r6`

(
− wjswir − wjr wis + wsj wri + wsiwrj

)
∂wrs

+
√
−1

∑
i<r<s6`

(
− wjr wsi + wjswri − wir wsj + wiswrj

)
∂wrs.



Conclusion : Trésors et Résurgences

• Liberté ouverte hors-monde.

• Renaissance.

• Travaux déjà réalisés auparavant.

• Future obsolescence (programmée?)

• Patrimoine : mourant? vivant?

• Mathématiciens : historiens? philosophes?


