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Patrimoine commun, ou "marchandisation” de la connaissance : com-
ment développer au mieux le savoir mathématique ?

Comment la communauté mathématique articule-t-elle sa production
contemporaine de verités « éternelles », a la valorisation de decouvertes
anciennes «thésaurisées » dans les bibliotheques ?

Au-dela de la mise a disposition par le monde académique de ses pro-
ductions actuelles, les bibliotheques elles-mémes offrent en acces libre un
panel de monographies et d’oeuvres completes, qui sont susceptibles de
provoquer des « résurgences thematiques » inattendues.

Et susceptibles, aussi, d’émerveiller les lecteurs par I'état de sophisti-
cation dont font preuve de nombreux memoires « oubliés par I'histoire ».



Les travaux anciens consultables sous forme papier ou numérique
sont totalement libres des contraintes spécifiques du « savoir marchand »,
et ne demandent qu’a étre lus pour ouvrir et développer a nouveau leur
champ de recherches.

Lexposé donnera quelques exemples de résurgence d’un savoir ma-
thématique ouvert, a partir des oeuvres complétes de Sophus Lie, d’Elie
Cartan, ...



Séminaire itinérant du Centre D’Alembert

Theme 2022

Du patrimoine commun a la marchandisation de la connaissance : comment par-
tager le savoir? Une partie du monde académique met a disposition ses productions :
conférences ouvertes, logiciels libres, données en libre acces, publications en acces
libre. Parallelement, le financement des recherches académiques par des entreprises,
I’1mplication de celles-ci dans les formations universitaires, le dépot de brevets, 1’éco-
nomie de 1’édition et de la formation tendent a placer 1I’enseignement et la recherche
dans une économie du savoir « marchande » avec des contraintes spécifiques. Le mé-
lange de gratuité et de monétarisation, de partage et de marchandisation, d’altruisme
et d’individualisme, est-i1l nécessaire au fonctionnement de la science actuelle ou pé-
nalisant ? Quel modele d’économie de la connaissance est le plus profitable a tous ? La
science « ouverte » est-elle 'institutionnalisation du partage ou la mise a disposition a
bas colts des productions scientifiques pour le secteur marchand ? Comment les diffé-
rentes communautés disciplinaires articulent-elles la production de biens communs et

la valorisation de leurs découvertes ?



Prologue

Godirey Harold Hardy (1877-1947) est un mathématicien britan-
nique.
Il est connu pour ses travaux en théorie des nombres et en analyse.
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S1 vous €tes un scientifique dont les plumes ne sont pas encore ébou-
riffées, Hardy’s principale affirmation perturbera srement votre plu-
mage. Les « vraies » mathématiques, selon lui, est presque entiecrement
«1nutile », alors que les mathématiques utiles sont « intolérablement en-
nuyeuses ».

Par «vraies » mathématiques, Hardy entendait les pures mathéma-
tiques qui ont tendance a €tre abstraites et générales et, selon Hardy, ont
le plus de valeur esthétique.

S’y oppose 1’essentiel des mathématiques vues a 1’école : arithmé-
tique, algebre élémentaire, géométrie élémentaire, différentielle et inté-
grale calcul, mathématiques congues pour le calcul et ayant le moins
attrait esthétique.

Hardy €tait a la fois procureur et défenseur dans un proces imaginaire
contre déterminer si sa vie en valait la peine :

| have never done anything "useful". No discovery of mine has made,
or is likely to make, directly or indirectly, for good or ill, the least difference
to the amenity of the world ...



[Je n’ai jamais rien fait «d’utile ». Aucune de mes découvertes n’a
fait ou n’est susceptible de faire, directement ou indirectement, en bien
ou en mal, la moindre différence a I’agrément du monde . . .]

| have just one chance of escaping a verdict of complete triviality, that
| may be judged to have created something worth creating.

[Je n’a1 qu’une chance d’échapper a un verdict de pure trivialité, a
savolr qu’on puisse juger que j’ai créé quelque chose qui vaut la peine
d’étre créé.]

Pour Hardy, qui a vécu deux guerres mondiales, la théorie des
nombres a fourni une retraite qui €tait, heureusement, inutile aux mili-
taires planificateurs. Hardy s’était opposé a I’entrée de I’ Angleterre dans
la premiere guerre mondiale, un conflit meurtrier aggravé par la science
et la technologie.

A Mathematician’s Apology a ét€ publi€ pour la premiere fois en
1940, lorsque 1’ Angleterre €tait de nouveau en guerre.



Empruntant a son propre article, Les mathématiques en temps de
guerre, publi€ dans la revue Eureka en 1940, Hardy a écrit dans Apo-
logy 1a méme année :

When the world is mad, a mathematician may find in mathematics an
Incomparable anodyne. For mathematics is, of all the arts and sciences,
the most austere and the most remote.

[Quand le monde est fou, un mathématicien peut trouver dans les
mathématiques un tranquillisant incomparable. Car les mathématiques
sont, de tous les arts et sciences, les plus austeres et les plus lointaines. |

Selon Hardy, le monde du mathématicien est directement 1i€ a réalité.
Les théoremes ne sont pas négociables. En revanche, dit-il, la réalité du
scientifique n’est qu’un modele.

Une chaise peut étre une collection d’électrons tourbillonnants, ou une
idée dans l'esprit de Dieu.

Chacun de ces récits peut avoir des mérites, mais ni I'un ni 'autre ne
se conforme du tout étroitement a la suggestion du bon sens.



Le mathématicien pur n’a pas besoin d’étre attaché (tethered) a la
physique dans sa réalité. Selon les mots de Hardy :

"Imaginary" universes are so much more beautiful than this stupidly
constructed "real" one.
[Les univers « imaginaires » sont tellement plus beaux que ce monde
«vral » stupidement construit. ]

Frederick Soddy, qui avait aidé le monde a comprendre la radioacti-
vité, €tait dégolté par de tels sentiments. Dans sa critique dans Nature,
il a dit que s1 Hardy était pris au sérieux, alors le « vrai » mathématicien
serait un « maniaque religieux ».

[’1dée que les mathématiciens forment un sacerdoce auto-proté€gé
avec leur propre religion était populaire. Elle s’exprime tout au long d’un
livre de Hogben, Mathematics for the Million, un livre tres réussi sur les
mathématiques qui s’est bien vendu dans les années 1930.

Apres avoir condamné Pythagore et Platon pour leur penchant exces-
sif pour 1’abstraction, Hogben a écrit :



The fact that mathematicians are often like this may be why they are
so inclined to keep the high mysteries of their Pythagorean brotherhood
to themselves.

[Le fait que les mathématiciens soient souvent comme ¢a peut expli-
quer pourquoi ils sont si enclins a garder pour eux les grands mysteres
de leur confrérie pythagoricienne.]

Le trait qui €clairait le début d’une critique dans la revue Nature du
lauréat du prix Nobel et chimiste Frederick Soddy €était particulierement
percant :

This is a slight book. From such cloistral clowning the world sickens.

[C’est un petit livre. De tels clowns cloitrés rendent le monde ma-
lade.]
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SYNTHESE DES OBSERVATIONS

Depuis 30 ans, la révolution numérique bouleverse la diffusion des
productions scientifiques, qui s’était longtemps appuyée sur la publication
d’articles dans des revues spécialisées, dont le modele économique reposait
sur I"abonnement des lecteurs.

Dans ce contexte d’avancées technologiques puissantes, le projet
d’une « science ouverte » promeut l'idéal d'une diffusion large, immédiate
et gratuite des publications mais également, plus récemment, des données
de la recherche. Une constellation d’initiatives privées et publiques a ainsi
vu le jour depuis les années 1990 et accélere ce mouvement visant a rendre
accessibles tous les travaux et articles de recherche, passés ou présents en
utilisant des outils variés: archives ouvertes, preprints, épirevues,
plateformes de diffusion, bibliotheques publiques... Les institutions
internationales, européennes et nationales, les universités et nos instituts
de recherche accompagnent ces évolutions et impulsent méme certains
changements. Les résultats sont indéniables et la recherche s’aveére bien de
plus en plus accessible



Mais ces évolutions appellent aussi une réflexion tant sur les
modeles économiques de 1’édition scientifique et la place des éditeurs que
sur la question du respect du pluralisme, de la liberté académique et des
droit d’auteur dont les chercheurs restent titulaires, laissant planer certaines
incertitudes juridiques.

En mettant en péril 1'équilibre économique de certains segments du
monde de I'édition, elles pourraient porter atteinte a la diversité de 1’offre
éditoriale tout particulierement en sciences humaines et sociales et
conduire a une prise en charge publique du cott des publications (appelée
modele Diamant), le remeéde pouvant se révéler pire que le mal.

Elles réinterrogent notre rapport a 1’évaluation de la recherche, a
I'intégrité scientifique ou, encore, au role du livre, angle mort de la science
ouverte, pourtant vital pour les sciences humaines et sociales.

Loin de ne constituer qu'une modalité d’organisation de 1'acces a la
recherche scientifique, la science ouverte est devenue un mot d’ordre
militant, dont les opportunités mais aussi les risques doivent étre bien pesés.
A T'heure ot elle tend a étre instrumentalisée, tel un mantra incantatoire,
pour servir de boussole, voire de supplément d’ame, a des institutions de
I"'enseignement supérieur en manque d’inspiration ainsi qu’a un monde de la
recherche en perte de reperes, il est urgent d’en comprendre les enjeux et les
implications afin de garantir qu’elle permette un certain pluralisme,
essentiel pour notre culture et la vitalité de la démocratie.



SYNTHESE DES PROPOSITIONS

La science ouverte ne doit pas se faire n‘importe comment ni a
n'importe quel prix : le pluralisme de I’expression scientifique et la diversité
de ses canaux de diffusion doivent étre préservés. La politique de la science
ouverte et de 1"édition scientifique qui est promue ici se veut réaliste car c’est
une condition pour qu’elle soit effective, équilibrée car il faut tenir compte
de la diversité des acteurs de la diffusion du savoir scientifique et
respectueuse de la liberté académique car c'est d’abord en respectant
I"autonomie des scientifiques que 1'on défend la science. Elle nécessitera une
coordination interministérielle plus poussée, la problématique dépassant le
champ strict des attributions du ministere de 1'enseignement supérieur, de la
recherche et de l'innovation, aujourd’hui seul a la barre. Le remaniement de
cette politique publique visera le pluralisme et la bibliodiversité car
I"ouverture de la science doit prendre plusieurs voies, le modele Diamant ne
saurait en étre qu'une parmi d’autres. Il en ressort une série de huit
propositions :



1. Définir et mettre en ceuvre dans une logique réellement
interministérielle, associant notamment les ministeres chargés de
I'enseignement supérieur, de la recherche et de la culture, une politique
équilibrée et concertée de la science ouverte et de 1'édition scientifique
assurant un soutien aux petits éditeurs ;

2. Faciliter le dialogue entre toutes les parties prenantes et réformer
I’Observatoire de l'édition scientifique en le rapprochant du Médiateur du
livre et du Comité pour la science ouverte ;

3. Respecter la liberté académique, 1'indépendance des chercheurs, la
liberté de divulgation et le droit d"auteur ;

4. Favoriser la voie du pluralisme par la bibliodiversité plutdt que
programmer [’hégémonie future du modele Diamant ;

5. Mieux évaluer les effets de la politique de la science ouverte et
conditionner toute mesure nouvelle a des études d'impact approfondies ;

6. Renforcer le r6le du Parlement en matiere de science ouverte ;

7. Réviser les modalités d’évaluation des chercheurs, au profit de
critéres plus qualitatifs afin de réduire la pression a la publication ;

8. Prévoir des formations aux enjeux de la science ouverte dans tous
les milieux de la recherche.



AVANT-PROPOS

Saisi par la commission de la culture du Sénat, I'Office parlementaire
d’évaluation des choix scientifiques et technologiques a conduit a la fin de
I'année 2021 et au tout début de l'année 2022 une étude sur la science
ouverte qui s’inscrit dans la continuité de son précédent rapport intitulé
« Promouvoir et protéger une culture partagée de l'intégrité scientifique »1.
Ce travail montrait que l'intégrité scientifique impliquait de questionner
I’ensemble de I'environnement de la recherche, et notamment le parcours de
publication scientifique mais également les modalités d’évaluation des
chercheurs et de leurs travaux?.

Dans le contexte d’importantes pressions systémiques exercées sur le
monde de la recherche et ses acteurs (bibliométrie, évaluation de la
recherche, course a la publication...), la science ouverte, qui désigne selon le
comité pour la science ouverte (CoSo) «la diffusion sans entrave des
publications et des données de la recherche », doit permettre une meilleure
accessibilité de la recherche, I'amélioration de la transparence et une plus
grande reproductibilité des travaux.

Cette définition aux contours assez flous peut étre entendue dans un
sens restreint ou élargi. Selon les contextes et les spécialistes il s’agit de la
science au sens strict de la recherche scientifique ou, dans un sens plus large,
de toute information scientifique. Et les entraves qu’il conviendrait de lever
peuvent étre entendues comme des limites temporaires, ou techniques, ou
économiques, ou juridiques, donnant a la science ouverte une ambition plus
ou moins grande selon les conceptions.



Derriere les discours favorables a la science ouverte, devenue un
mot d’ordre militant plus qu'une modalité d’organisation de l'acces a la
recherche scientifique, le présent rapport entend dresser un état des lieux
sans concession de la science ouverte, de ses enjeux et de ses formes
diverses, pour en identifier les opportunités mais aussi les risques et ce afin
de proposer quelques pistes d’évolution.

La derniere partie du rapport formule donc des préconisations pour
une politique de la science ouverte réaliste, équilibrée et respectueuse de
la liberté académique, avec la double préoccupation de se prononcer en
faveur de la transparence, de l'ouverture et du partage des publications et
des données mais aussi de proposer une voie concertée impliquant des

L Cf. le rapport de Pierre Henriet, député, et Pierre Ouzoulias, sénateur, n° 428 (2020-2021) au
Sénat et n°3944 (15e législature) a [1'Assemblée nationale: http://www.senat.fr/notice-
rapport/2020/r20-428-notice.itml sur le site du  Sénat ou  https://www.assemblee-
nationale.fr/dyn/15/dossiers/integrite_scientifique sur celui de I"’Assemblée nationale

2 Certaines recommandations ont pu étre intégrées a la loi de programmation de la recherche du

24 décembre 2020, avant méme l'achévement du rapport, ce qui constituait une premiére pour
I'"NDECQT




changements raisonnables pour le monde de l'édition, en particulier les
petits éditeurs privés.

Cette Realpolitik de la science ouverte appelée de ses veeux par
I'Office s’avere nécessaire a |'heure ou cette derniere tend a étre
instrumentalisée, tel un mantra incantatoire, pour servir de boussole, voire
de supplément d’ame, a des institutions de 1’enseignement supérieur en
manque d’inspiration ainsi qu’'a un monde de la recherche en perte de
reperes.



Un rapport parlementaire consternant sur la Science ouverte

Frédéric Hélein

Ainsi la notion principale qui est dans le collimateur de ce rapport est le
modele diamant. Or on trouve dans le rapport des passages qui semblent
montrer que leurs rédacteurs ne maitrisent pas la définition méme de ce
gu’est le modele diamant (voir plus bas)! Cela pose un sérieux probleme.

En effet la conclusion principale du rapport est que I'édition scientifique
(et, avec, la liberté académique, etc.) serait menacée par ’hégémonie du
modéele diamant.

Cette conclusion est totalement ridicule ! Tous les spécialistes de ces
questions (gu’ils soient bibliothécaires, documentalistes ou chercheurs)
savent que le modele diamant n’est pas et ne sera jamais hégémonique.
Il suffit de consulter le barometre de la Science ouverte (fondé sur les
publications d’auteurs travaillant en France) pour voir que la proportion
d’articles en accés ouvert grace au modeéle diamant ne dépasse pas 9%
et méme tendance a baisser!



Le vrai probleme est 'lhégémonie des grands majors de I'édition scien-
tifique (Elsevier, Springer Nature, etc.), que ce soit pour le modele d’acces
payant par abonnement ou pour lI'acces ouvert financé par des APC (re-
devance de publication payés par I'auteur, ou plutbt, par leurs institutions)
ou par des accords transformants (« read & publish »).

La cible de ce rapport serait un groupe de « militants » conspirant pour
I’'hnégémonie du modele diamant, au détriment de la bibliodiversite, ce qui
est un comble car ce sont précisément ces mémes « militants » qui sont a
I'origine de I'Appel de Jussieu en faveur de la bibliodiversité !

Passons en revues quelques passages qui valent leur pesant de ca-
cahuetes (liste non exhaustive) :

« La méme communauté de hackers 1dé€alistes travaille aussi a la dif-
fusion gratuite et immédiate des données scientifiques, faisant fi du droit
de la propriété intellectuelle. »

On est en pleine caricature !

« Cette violation du droit d’auteur a grande €chelle constitue une me-
nace pour les communautés scientifiques et pas que pour les éditeurs. »



Il est archi faux de prétendre que SciHub représente une « menace
pour les communautes scientifiques », les études sur le sujet montre plu-
tot le contraire, a savoir, 'effet positif de SciHub sur la recherche.

« Il est heureux que la justice américaine en 2017 puis le tribunal de
grande instance de Paris le 7 mars 2019 aient déclaré Sci-Hub 1llégal et
ordonné aux grands fournisseurs d’acces a Internet de bloquer I’acces de
leurs abonnés a Sci-Hub. »

C’est «heureux » du strict point de vue juridique et pour les action-
naires d’Elsevier & consorts, mais déplorable pour la Science en général
et pour les scientifiques partout dans le monde pour lesquels SciHub est
le seul acces aux ressources scientifiques.

Page 58, on trouve cette énorme confusion :

« Le modele Diamant ou Diamond (variante « sponsorisée » de la voie
dorée, le paiement est en amont mais 1l est pris en charge par les insti-
tutions publiques, agences de financement de la recherche, universités,
laboratoires) ».



Les auteurs de ce rapport induisent une confusion entre le modele
diamant et le modele décrit entre parenthese, qui correspond plutét au
modele « read & publish » ou aux accords transformants ! Une telle confu-
sion est d’autant plus grave que le modele diamant est présenté comme
le grand péril qui menace la Science.

Page 58 :

« Le modele Diamant semble a premicre vue séduisant et est défendu
par les acteurs de la science ouverte de maniere assez unanime, son hé-
gémonie future doit €tre cependant bien pesé€e car le remede pourrait se
révéler pire que le mal. »

Il N’y aura jamais d’hégemonie de ce modele ! le modele hégémonique
a été et est malheureusement toujours et pour longtemps celui des gros
éditeurs commerciaux, avec des bouquets d’abonnement. Et le risque
majeur est que le modele hégémonique devienne celui des paiements
d’APC, soit sous forme individuelle, soit dans le cadre d’accords globaux
tres colteux et qui lieront pieds et poings les chercheurs et leurs institu-
tions au bon vouloir des grandes majors de I'édition scientifique.



«Outre qu’il ferait des éditeurs des acteurs économiques assistés,
voire des rentiers, il pose le probleme fondamental de la dépendance
accrue des chercheurs a 1’égard de I’Etat. »

Beaucoup d’editeurs scientifiques sont d'ores et déja plus ou moins
soit des «assistés» (s’il faut employer ce terme élégant), soit des
« rentiers ». Par exemple I'édition scientifique francaise bénéficie du tra-
vail éditorial gratuit des chercheurs payés par les institutions, de plans de
soutien et vivent des abonnements des universités. Car, quel que soit le
modele, pour les petits éditeurs, les editeurs académiques, privés ou insti-
tutionnels, il est impossible de vivre sans le soutien constant des finances
publiques. Quant aux «rentiers », on les connait, ce sont les grosses ma-
jors (Elsevier, Springer Nature, .. .).

« Il faudra, plus généralement, une coordination des acteurs et de la
politique de la science ouverte et de 1’édition, ces deux univers s’1gnorant
de maniere préjudiciable. »

« Cette réalisation louable est un peu 1’arbre qui cache la forét : 1a po-
litique de la science ouverte et de 1’édition n’est pas coordonnée et, pire,
il n’y a pas de politique de la science ouverte et de 1’édition, une certaine



science ouverte militante avancant en percevant 1’édition privée comme
une simple future victime collatérale de son avenement prochain. »

Plus de «coordination » ? c’est possible, mais il faut arréter de crier
au complot des « militants ». La balle est aussi dans le camp des éditeurs
commerciaux. Certains, comme EDP Sciences, ne se contentent pas de
jouer les victimes tout en profitant des subsides publics régulierement,
mais font I'effort de chercher des modeles économiques vertueux pour
développer I'acces libre (par exemple, le modéle Subscribe to Open) en
collaborant avec les acteurs francais de la Science ouverte.

(A ce sujet, il faut souligner qu’EDP Sciences, publiant majoritairement
en Sciences exactes, est beaucoup plus exposé a la concurrence inter-
nationale féroce des grosses majors que les éditeurs en SHS publiant en
langue francaise.)

Par ailleurs, il y a bien une politigue de Science ouverte en France,
citée en exemple a I'étranger.

Page 79, cette énormité :

« I obsolescence rapide d’un article de physique ou de mathématique
ne vaut pas pour une étude historique, sociologique ou archéologique. »



Pour une mathématicienne ou un mathématicien (a commencer par le
Président de TOPECST!), inutile de commenter, elles ou ils auront sauté
au plafond en lisant une telle anerie. Pour les rédacteurs de ce rapport,
sachez que vous pouvez lire les Eléments d’Euclide, rédigé il y a 2300
ans, et que cet ouvrage n’a pas pris une ride! (il y a bien sar bien une
multitude de textes mathématiques anciens non obsoletes, en réalité au-
cun bon texte en mathématiques n’est obsolete!). La méme remarque
s’applique a de larges pans de la physique, sinon toute la physique.

Page 89 :

« 4. Favoriser la voie du pluralisme par la bibliodiversité plutot que programmer I’hégémonie
future du modele Diamant

Il est recommandé d’abandonner la perspective d’une voie unique, bientot potentiellement
hegémonique, poussant a I’'uniformisation et a la généralisation d’un seul modele, synonyme
d’étatisation de I’édition scientifique, et de veiller plutot a une bibliodiversité effective et
ambitieuse. »

— personne parmi les affreux « militants » désignés ne travaille pour un modele unique, c’est tout
I’inverse ! faut-il rappeler que la mise en avant du concept méme de bibliodiversité est1’ceuvre de
cette communauté ?

« Les livres, les revues et les plateformes payants n’ont pas vocation a disparaitre et I’on ne doit
pas se résoudre au scénario de la domination programmée du modéle Diamant 4. »

— Stop ! personne n’a programmeé la domination du modele Diamant ! cette histoire de « grand
remplacement » de 1’édition commerciale par le modéle diamant est un pur délire ! (voir les
commentaires au début de ce billet.)



Cabinets de consultance : I’Etat au service et sous le contrdle du privé

https ://rogueesr.fr/

RogueESR est un collectif créé€ en 2017 pour promouvoir une univer-
sit€é et une recherche libres, exigeantes et placées au service de 1’ intérét
général et de I’émancipation, a contrario de la politique menée par le
gouvernement actuel.

«Rogue » implique la révolte ; ce qualificatif fut notamment adopté
aux Etats-Unis par des personnels des agences fédérales scientifiques
(NASA, EPA, NOAA, etc.) en résistance aux politiques de Trump, a 1’oc-
casion de la « march for science ».

Originaires de toutes les régions, nous travaillons dans 1’enseigne-
ment supé€rieur et la recherche (ESR), dans des disciplines variées et avec
des statuts différents. Nous ne représentons pas les institutions de I’ESR,
mais nous espérons rassembler celles et ceux qui les font vivre au quoti-
dien.



Le 16 mars 2022, un rapport sénatorial parait, qui porte sur le recours
croissant a des cabinets de consultance par 1I’Etat :

https ://www.senat.fr/rap/r21-578-1/r21-578-11.pdf

Le 21 novembre 2019, la Caisse nationale d’assurance vieillesse com-
mande au cabinet McKinsey une prestation de conseil : comment aligner
le régime des retraites de la fonction publique sur celui du secteur prive,
de sorte a diminuer les cotisations de pension de retraite des fonction-
naires ? Pour le tarif global de 920 000 €, soit 2 700 € par jour, les consul-
tants de McKinsey établissent ce qu’il faut bien appeler un programme de
mise en crise du régime de retraites, pour I’heure a I'équilibre pour deux
décennies. Le résultat concret de cette commande, un « livrable » de 50
pages accompagné d’un « power-point », occulte volontairement la parti-
cipation du cabinet.



Le 1er janvier 2020, la direction interministérielle de la transformation
publique (DITP) commande au cabinet McKinsey un rapport sur I'évolu-
tion du métier d’enseignant, monnayé 496 800 euros, soit 3312 euros par
jour. Un an apres, a l'issue d’'un pseudo-colloque sur le sujet, un rapport
indigent parait effectivement, mais il est signé de Yann Algan, Stanislas
Dehaene, Elise Huillery, Elena Pasquinelli et Franck Ramus, de nouveau
sans aucune mention de McKinsey. Cette manifestation est caractéris-
tigue des événements en « zone grise » qui usent et abusent du prestige
académique a des fins idéologiques ou économiques. Le 25 février 2020,
le ministére de 'Education nationale écrit au directeur associé du cabi-
net de conseil McKinsey, lui demandant de reporter le « copil McKinsey »
du lendemain pour que le ministre, Jean-Michel Blanquer, « puisse y par-
ticiper, car tel est son souhait». « N'appelons pas cette instance "copill
McKinsey" mais "copil DITP Enseignant XXI". C’est important que cela
apparaisse dans les agendas. », rectifie le consultant par retour de cour-
rier.

Le recours aux cabinets de consultance entretient un lien systemique
avec la sape des normes d’intégrité scientifigue et d’autonomie intellec-
tuelle que vivent la recherche et I'Université depuis vingt ans.



Une suite ininterrompue d’excellents appels a projets qui ont conduit
les appareils universitaires a dilapider I'argent public en faisant appel a
d’excellents cabinets de consultance pour écrire de non moins excellents
dossiers de candidature. Le cabinet Kurt Salmon Associates eut le mar-
ché pour la Comue Université Bretagne Loire, le cabinet Charles Riley
Digital Focus pour Sorbonne Université, Ineum, Erdyn et Alcimed pour le
pble de recherche et d’enseignement supérieur (PRES) de I'Université de
Bordeaux, Bearing Point France et Ernst & Young pour le PRES Univer-
sité Paris Est, Deloitte pour la fusion de I'Université de Strasbourg, Ineum
Consulting pour I'ldEx Sorbonne Paris Cité et Alcimed pour la Société
d’Accélération du Transfert de Technologies (SATT) qui lui fut adossée
— le recrutement du PDG de la SATT fut, lui, opéré par Francgois San-
chez Consultant. Les 17 candidatures aux IdEx ont ainsi été facturées
autour de 400 000 euros par dossier depourvu de sens.



On sait moins, en revanche, que les cabinets de consultance avaient
parallelement été mis a contribution pour concevoir les excellents ap-
pels a projets, auxquels ils rédigeaient ensuite leurs excellentes ré-
ponses, contre especes sonnantes et trebuchantes. Par ailleurs, la plu-
part des bureaucraties universitaires ont désormais recours pour définir
les « stratégies d’établissements » a des cabinets de consultance comme
Siris Academics, connus pour avoir des contrats avec le ministere. Ces
cabinets privés sont utilisés pour « faire passer des messages » et nego-
cier des ajustements entre les établissements et le ministere. Les navettes
ministérielles n'ont donc pas disparu avec la pseudo-autonomie des éta-
blissements : elles ont tout simplement été privatisées.



(a) Evolution du budget alloué L
a I'Université en euros constants de 2022. (b) La chute du budget par etudiant
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(c) Dépenses de consultance dans le
cadre de la politique sanitaire par '’ANR

McKinsey 23,3
Citwell 6,80

Accenture 5,34

(o)
o
o
(@]

Capgemini 4,00
Roland Berger 1,77
JLL 1,26
CGl France 0,96
EY 0,41
BCG 0,25
Deloitte 0,02

2 4 10 12
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En conclusion, il convient de circonscrire les raisons pour lesquelles
ce recours aux cabinets de consultance est a ce point choquant pour le
monde de I'Université et de la recherche. Il y a d’abord la médiocrité des
travaux effectués, sans commune mesure avec les normes en vigueur
dans la recherche. C’est particulierement vrai pour des questions comme
la pandémie de COVID-19 ou l'évolution du métier d’enseignant, pour
lesquels écrire un rapport suppose de pouvoir établir une bibliographie
scientifique, donc d’étre formé a la recherche plutdt qgu’au management
et a la communication. Par ailleurs, le financement de ce type de travail de
recherche aurait été incomparablement plus faible que les ponctions d’ar-
gent public opérées par les cabinets. Comment ne pas voir (figure 2) que
le montant dépensé en rapports indigents par I'exécutif croit beaucoup
plus vite que le montant que I'’Agence nationale de la recherche consacre
aux projets de recherche publique ?



Tribune d’un collectif anonyme de magistrats

McKinsey : nous, magistrats, trouvons anormal que le parquet ne
déclenche pas d’enquéte.

'ombre d’un scandale d’Etat.

Ces faits concernent tout un systeme susceptible de mettre en cause
les plus hautes instances de I'Etat : les ministres placés a la direction
d’administrations centrales, ordonnateurs des deniers publics ayant en-
gagé des dépenses au nom de I'Etat, et selon des procédures de marchés
publics dont il appartient a la justice d’en vérifier la régularité.

Il serait anormal que le parquet ne déclenche pas une enquéte et des
investigations sur ce qui pourrait étre un véritable scandale d’Etat.

Fraude fiscale, détournements de fonds, conflit d’'intéréts. ..



La réalité des prestations effectuées par le cabinet (cette question se
pose tres sérieusement concernant les 950 000 euros versés pour les
Etats généraux de la justice). En effet, le rapport indique que si les mi-
nisteres ont du mal a indiquer quelles sont les actions demandées aux
cabinets de conseil, c’est aussi car les salariés de ces entreprises pri-
vées travaillent parfois directement dans les administrations, aupres des
fonctionnaires.

« Si vous aviez voulu [les documents] estampillés par McKinsey pre-
sents dans le dossier, vous auriez eu une feuille blanche ».

En effet, au cours de la crise sanitaire, des consultants ont pu écrire
des notes administratives, non sous le sceau de leur cabinet, mais sous
celui du ministére des Solidarités et de la Santé. Un tel niveau de confu-
sion des genres ne peut qu’interroger. Et si les prestations facturées cor-
respondent a des travaux fictifs non justifies, il convient de s’interroger
si ces paiements correspondent a un remboursement, une contrepartie
(par exemple : un remboursement de dons versés pour une campagne
électorale). Ces faits sont susceptibles de qualifications pénales : détour-
nements de fonds publics, corruption passive, active, la liste n’étant pas
exhaustive en la matiere...

Ne pas devenir une République bananiére



La justice ne saurait étre complice de ces dévoiements, il en va de
la survie de notre Etat de droit si nous ne voulons pas devenir une répu-
bligue bananiere.



Nessim Sibony, in Memoriam

Nessim Sibony soutient sa these a Orsay en 1974 sous la direction de
Gustave Choquet. Il devient assistant a Orsay, puis professeur a Orsay en
1981, dans I'équipe d’Analyse Harmonique.



De: "Elisabeth Kneller" <elisabeth.kneller(@universit
A: "joel merker" <joel.merker@Quniversite-paris-sacl:
Envoyé: Mercredi 9 Mars 2022 21:09:19

Objet: These de N. Sibony

Bonsoir Joel,

J’ai demandé la these de Nessim Sibony aupres
de la BU et je 1’"ai scannée. Vous pouvez la
télécharger a 1’adresse

https://filesender.renater.fr/?s=download&token=069"

Jean—-Michel Bismut m’a aussi contactée et je lui
al envoyé la these aussi.

Bien amicalement

FElisabeth
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THESES

présentées pour obtenir le grade de docteur eés-sciences mathématiques

par

Nessim SIBONY



1ere these : Problemes de prolongement analytique et d'approximation polyndmiale
pondérée,

2eme these : propositions données

soutenues le devant la commission d'examen

MM. H. Cartan, Président
G. Choquet
A, Douady
J.-P. Ferrier
V. Poenaru

Nessim Sibony consacre sa vie de mathématicien a I'analyse com-
plexe sous toutes ses formes, et particulierement a la dynamique holo-
morphe en dimension supeérieure, aux méthodes dynamiques d’étude des
feuilletages holomorphes, et donne une impulsion essentielle au dévelop-
pement de la théorie des courants positifs, et des pluripotentiels associés.



Désolé d’entendre des résultats bien connus présentés comme nou-
veaux, Nessim Sibony s’interrogeait aussi sur les mathématiques, «une
activité de fou ».

Le point de vue de Nessim sur les mathématiques était vaste : s’il était
d’abord un analyste radical, il était capable de s’intéresser directement
aux avancées de la géométrie complexe, et aux travaux des arithméti-
ciens sur les questions d’équidistribution.

Son attitude vis a vis des mathématiques comme sur le reste était
d’'une passion sans limite, sans indulgence d’abord pour lui-méme, et
comme par rebond, pour les autres également. J'avais vainement tenté
de I'enrbler comme coorganisateur du séminaire d’analyse geométrique
que nous organisions a Orsay, ce gu'’il avait au fond refusé. Mais il y venait
trés régulierement.

Il s’installait au fond de la salle, posait quelques questions rapides
et breves, et passait me voir dans mon bureau pour me faire savoir, de
maniere souvent vigoureuse, ce qu’il avait pense de I'expose.

Nessim Sibony avait volontiers le tour philosophique, ce qui lui per-
mettait d’étre a la fois actif, et comme en retrait.



Ayant accéde, par son éducation, aux sources multiples de sagesses
contradictoires, il se refusait aux certitudes faciles qu’elles créent chez
leurs adeptes.

« Un artisan » disait-il plutét, « dissimulant dans les énoncés de ses
théoremes ce que les outils de son atelier peuvent reellement atteindre ».
Lucidité frappante... concernant la réflexivité intrinseque du discours ma-
thématique !

«On écrit des mathématiques pour les oublier!», m’a-t-il une fois
lancé, ce qui, au-dela du paradoxe, me plongea dans une tres grande
perplexité.

Souvent, Nessim répétait que «les applications Cauchy-Riemann
entre variétés Cauchy-Riemann sont inintéressantes », car, disait-il, «la
plupart du temps, elles n’existent pas! ».



Tout est-il sur internet ?

e Google versus Focus?

e These non publiée de Marc Wermann :

De : "Elisabeth Kneller" <elisabeth.kneller @universite-paris-saclay.fr>
A : "joel merker" <joel.merker @math.u-psud.fr>
Cc : "franck pierron" <franck.pierron@universite-paris-saclay.fr>, "Elisabeth Kneller"

<elisabeth.kneller @universite-paris-saclay.fr>
Envoyé : Mercredi 7 Octobre 2020 19 :17 :33
Objet : Re : Demande en tant que lecteur

Bonsoir Joél,

J’a1 demandé€ au service PEB de faire venir la these. Elle devrait étre disponible a
Dortmund ou a la bibliotheque nationale allemande (Frankfurt ou Leipzig).

Bien amicalement

Elisabeth



1. Gutachter :
2. Gutachter :
Vorsitzender :

Tag der miindlichen Priifung :

Prof. Dr. R. Walter
Prof. Dr. H. Frank
Prof. Dr. St. Turek

30. Oktober 2001

Berichte aus der Mathematik

Marc Wermann

Homogene Hyperflidchen im
vierdimensionalen dqui-affinen Raum

D 290 (Diss. Universitat Dortmund)

Shaker Verlag
Aachen 2001
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KAPITEL 3. REGULARE HOMOGENE HYPERFLACHE

(IL.9) § = 76823 (z2 — 112a) |

Fall 1.1.2.2:c=3} .
Hier folgt aus obigen Gleichungen

faz=0

Transformation vermoge

liefert nach Umbenennung @ := €u,

0 0
10 0
E= 0 F
a
0

s

mit §d=— % !
bzgl. b weiter unterschieden

Fall 1.1.2.2.1 : b #0

243 8,3 (3,07 — 3az12q + bai). Z

fu= —fzsfta .

1
'_Qhﬂi

hea + § fashas

b:= fa die Erzeugenden

b 0

a
0
=10 0 H=
0
0

unichst folgt a # 0 aus der Regularitit und es wird

Der hier vorliegende Fall ist vermoge

1
(ca, 2, 03) = (Z’l—b’o’o)

! =(0,0,1
(ﬂl)ﬂ%ﬁS) = (Oi";at()) (711’72173) (Oy )

d.h. zu
und T = diag (3, 2p a®b?, L, 1) dhnlich zum speziell fira=b=1 entstehenden :all,
1

0 0 o |1 4, 0

10| |0 |0 1o b

g=|" | |o| F=10 0| H= g -

- 1 i 2 - 07 RS-
— o 0

33 TYPI

Der nun vorliegende Fall ist allerdings shnlich zum schon bekannten Typ (I.2) vermég

(01,02, 03) = (0,1,0) (b1, B2, B3) = (1,0,0) (71,72, %) = (0,0,2)

und

Fall 1.1.2.2.2 : b =0
Der hier vorliegende Fall ist vermoge
(ali Q2, ‘13) = (1) 0, 0)

(ﬂl!ﬂl’: .63) = (Ov algv 0) (’Yll 727'73) = (0» 0, 1)

und T' = diag (%, 1,4, q,1) shnlich zum speziell fiir @ = 1, b = 0 entstehenden Fall, d.h

0 0 0 1 -—% 0
10 0 010 -3 0
E= 0 F = 0 H= 3 0
1 0 -1|0
0 0 0
mit
(HIO) 6= —%Ib‘g (.'122 - $1.’B4)
Fall 1.1.2.3 : c= -1
Hier folgt aus obigen Gleichungen
fu=fn=0
fu=—fasfu .
Transformation vermége
1 0 0
blo 1| T 0 0
€gq
T= s 9l 1 0 0
=B 0| —fa 1 fashes + b
—

mit T3 = ;l—'g, was aufgrund der Regularitit definiert ist, liefert nach Umbenennung a ::
b := ha3, ¢ := hyy die Erzeugenden

E=| ol r=|"T 1ol =] To .
- 0 0 -1]0
= : s | o



e These de Wiinschmann :
Wiinschmann, K. : Uber Beriihrungsbedingungen bei Integralkurven
von Differentialgleichungen, Inaug. Dissert. (Leipzig : Teubner), 1905.

Symmetry, Integrability and Geometry: Methods and Applications SIGMA 16 (2020), 056, 16 pages

New Explicit Lorentzian Einstein—Weyl Structures
in 3-Dimensions

Joél MERKER ' and Pawet NUROWSKI *

T Laboratoire de Mathématiques d’Orsay, Université Paris-Sud, CNRS, Université Paris-Saclay,
91405 Orsay Cedex, France
E-mail: joel.merker@universite-paris-saclay.fr
URL: http://www.imo.universite-paris-saclay.fr/~merker/

b Centrum Fizyki Teoretycznej, Polska Akademia Nauk,
Al. Lotnikow 32/46, 02-668 Warszawa, Poland
E-mail: nurowski@cft.edu.pl
URL: http://www.fuw.edu.pl/~nurowski/

Received March 30, 2020, in final form June 08, 2020; Published online June 17, 2020
https://doi.org/10.3842 /SIGMA.2020.056



Abstract. On a 3D manifold, a Weyl geometry consists of pairs (g, A) = (metric, 1-form)
modulo gauge § = e?*?g, A=A + dp. In 1943, Cartan showed that every solution to
the Einstein—-Weyl equations R,,) — %ng = 0 comes from an appropriate 3D leaf space
quotient of a 7D connection bundle associated with a 3" order ODE 4" = H(z,y.vy,y")
modulo point transformations, provided 2 among 3 primary point invariants vanish

Wiinschmann(H) = 0 = Cartan(H).

We find that point equivalence of a single PDE z,, = F'(z, y, 2, 2, ) with para-CR integrability
DF :=F,+z,.F, = 0leads to a completely similar 7D Cartan bundle and connection. Then
magically, the (complicated) equation Wiinschmann(H) = 0 becomes

0 = Monge(F) := 9F., Foppop — 45Fpp Fppp Fyppp + 40F, p =z

ppp’

whose solutions are just conics in the {p, F'}-plane. As an ansatz, we take

a(y)(z — zp)®+ B(y)(z — zp)p + v(y) (2 — xp) + 6(y)p*+ (y)p + C(¥)
AMy)(z — xp) + pu(y)p + v(y)

F(z,y,z,p) = ;
with 9 arbitrary functions a,...,v of y. This F satisfies DF = 0 = Monge(F'), and we
show that the condition Cartan(H) = 0 passes to a certain K(F') = 0 which holds for any
choice of a(y),...,v(y). Descending to the leaf space quotient, we gain oo-dimensional
functionally parametrized and explicit families of Einstein—Weyl structures [(g, A)] in 3D.
These structures are nontrivial in the sense that dA # 0 and Cotton([g]) # 0.

Key words: Einstein—Weyl structures; Lorentzian metrics; para-CR structures; third-order
ordinary differential equations; Monge invariant; Wiinschmann invariant; Cartan’s method
of equivalence; exterior differential systems



But from the ODE side unfortunately, it is quite difficult to solve Wiinschmann’s nonlinear
equation incorporating 25 differential monomials

0=W(H) := —18qH Hyq + IpHyHyy + 18qH Hpyy + 9qH,Hyy — 18pH Hyy + 18pH Hyyy
—~9HH, H,, + 18pqH yp, + 18pH yy + 18qH,py + 9H, Hyy + 18H Hyy,
— 18HyHyq + 18H,Hy + 9H g — 27Hyy + 4H, + 9p°Hyyq — 27pH,,
+9qH,, + 9¢°Hypy — 27qH,, — 18HH,,, + 9H*H,,, + 54H,,.

This inspired us to try to work on the PDE side z, = F'(z,y, 2, 2z ), instead of the ODE side.
Then magically, W(H) = 0 transforms into the much simpler classical invariant of Monge [16]

0 = Monge(F) = 9F2 Fppopp — 45 Fpp Fopp Foppp + 40F),,



Personnel. — Conseil de perfectionnement, gt session , 18080
2 » 9 3

Liste de 159 eléves admis d U Ecole Polytecinique , suivans la
décision du Jury du 28 Sepz, 1808, ¢ Cette nouvelle promo-
tion porte le nombre des éléves adnis é PEcole Polyteck-
nigue depuis sa création, d 213g.) ~

Liste des 128 éléves admis dans les services pubdlics suivant Ia
décision du Jury du8 Octobre 1808,

Discours prononce par M. le Préfe: de lu Seine-Inféricure, d
Louverture de lexamen des aspirans & £ Ecole Polytechnique,
le 5 Sept. 1808,

Décret sur le corps z'mpérial des ingénienrs g€ograplhes,

Dicret impérial sur la réunion des ci-devant colléges Mavarra
et Boncours, pour létablissement de PEgale impdriale Poly-
technique, du g février 280g.

Fin de la Table. ¢
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"ANALYSE

L4 .
Sur les Lguations différentielles des Courdes dig
second degre ;

Par M. Mosce.

s

Ldquation aux différences premiéres ordinaires & la Irgne
. : dy
droite est toujours de la forme ( Saisane ;; = p. )

Fly—paspli=o
et son intégrale se trouve en meltant dans cetle équation la cons.
taste arbitraite « 4 la place de p, c'est-d-dire que Iintégrale
compléte est

Fly—az,a)=o.
Ce seroit, je pense, une entreprise inutile de chercher de sema
blables résulials pour les courbes des différens degrés, principa~
lement parce qu'a V'inspection d'une €quation différentielle on
ne peut reconnoilre si elle appartient & une courbe algébrique,
ni de que! degré est cette courbe. Malis les courbes du second de-
gré soui si sinples , et se présentent si fréguemment dans lz na-
ture, qu'il peul éire de quelqu'utilité de le faire pour elles.
¢ L'équaiion générale des courbes du second ordra est de Ia

orme

(4} 4y*+2BzyCaxt - 2Dy +2Ex4-1=0

et conilent lea cing eonstautes A, B, C, D, E. Sil'on diffé~

rencie cetle equalion cing fois conséeulives, pour orriver ayx dif
e ‘-' -

.4
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férences du cinquieme ordre, 6n aNra cing nouvelles équaﬁonﬁ
entre lesquelles et (A). on pent éliminer les cing consiantes
considérees comme arbitraives. Et en faisant.

dv dp _ dq___  dr ds
To=p =70 gpT " das ’ da

on irouve pour Equation agnérale; délivrée de tonies les cons-
lantes :

{B) g7* t—Ai5grstier=o;

c'est cette équalion gul appartient 3 1outes les courbes du second
degré , et qui les exprime toules, quelles que prisseniéire les cing
coustanies. ;

Celo posé, soit proposée une ¢quation aux différences ordi-
naires, qui n'excéde pas le quatrieme ordre : 1} est facile de re-
connoiire si elle appariient a une courbe dn deuxieme degré:
pour cela, il sufht de.ia différencier successiveinent jusgu'a ce
qu'on soit arriveé aus cinquidmes différences, ci de sassurer si la
proposee , 2 mOyeN U ses différentietles, savisfait & léquation
générale (B). Si cela a lieu, la proposée appartient ea effet &
ine courbe du second degré , st son intégrale compléte est I'é-
quation () dans laquelle il y a aatant de constantes de irop
gu'il a fallu dilfcrencier de fois pour arriver aux CINGUICHICS dif-
{érences; il faut donc déterminer les constantes surmupEraires
pour que Vintdgrale ne soit plus I'éguation de toutes les sechivns
coniques, mais seulement ceile des sections corigues auxquelles
appartient la pro 0588 o ‘ _

Pour cela, il taut diffdrencier Tinidgrale ( A ) plusieurs feis
successivement , jusqua ce gqu'on soit parveiiu al'crdre de ia pro-

osée; ensuile , au moyern de ces différentielies successives, 8li-
miner de la proposée foules les quaniités p, g5 7o €105 il ne
restera plus qu'ane gquation en x. v, A B.C.D. E,el il faudra
sronver entre les cing constanies le: velations qui satisferont &
cetie ¢quation. Sur uoi il {aut observer quesi celicéquation avolt
plusieurs facieurs, i€ facteur u}ﬂ_e sera ce;im qui, pour devenir
suil par lui-néme, exigera précisément ic nombre de relaticns
entre les constavies , dgal au nombre des conslanies surnd-
mEraires. ‘ :

-

Exwuple :

Léqualion géacraicdes carclesest (#—a ) -+ (y—8) =¢c%
dont la differentictle déliveée des rois conslanics et du roisieng
ordre est 2 . :

(C) Crtpyr=3pgh
Pour sassurer si celie équation , considérée comme 1a pro-

(53)

osde , ap?arhem & une section conique, il faut les diMférencier

eux fois de suite; ce qui donne :

I+ p* Y e=3¢"{(14-5p)
: él,‘i“i")":: Pt (34+7p),
gt substitusr dans I'équation du ciaquieéme ordre ¢ 5} les valeurs -
ge oS ? & Onf, par celle substitution [*équation (B) ést sat’s;faLi::
donc la proposée a artient 2 une secii i 5
iniégrale B."ézguation?P i SLPRESEULE B oS
(4} Ay* 4+ 2Bay+Cx*2Dy+2Ez41=o0

qui contient deux constanies de trop;.il faut denct i
L es d 5< onc frou
kes cing censtanles deux relations. -

Pour cela il faut différencier trois fois consdeuti "daua=
tion (A ); la premiére différenciation doune : seniyel éqms
. p Ayt Bzt Dy 4By +Cat E=mo

qui, faisaut pour abréger, Ay Bzt D=M
devient ‘ —

- P =1
dilférenciant ensuite, on a:
g::'m{d e -“_EB MMN - Cﬂf‘)
rez-—3(A N* —2BN 3+ CM*)(4N-— BITI)

FrE

8i l'on substiiue les valeurs d2 p , 7, r, daus la preposée ( C) ¢
on a 'équation suivante . qui est composée de teois facteurs:

2 { AN —2BMN+CM } { B(M*—N*) BN C—A) ==

Or? de ces trois facieurs, les deux premiers nz sout pas uliless
en efiet, le premier, A%, c'est-3-dire A ¥+ B+ D ve peut des
venir nul par lui-méme, 3 moins gue l'on ait A=—=0, B=o0, D=0,
ce qui foit trois relations; tandis qu'il n'en faut que denx.

Lesecond, A N*—2BAMN-}- CAT* ne peut devenir nul, & moins
que 'on ait =0, B=0, €=, ce qui fait également trois rela~
ions; =t si dans le méme facteur on faisoit M =0, N=u, il
fzudroit que loutes les constanles fussent nulles chacune ex pars
ticalier.

Ii 'y a dorc que le troisizme facleur qui devient nu. au
moyen des deux reiziions suivanies: '

=g

C=A1



Systemes de racines : Killing

30{1 + 20&2
A
- ap + o | 201 + Qo 3oy + o
— > (]
3o — oz —201 — Qo | —] — g —O2

—3061 = 2062



Diagrammes de Dynkin

= O——O—O
© o
o QO

o O

= O—C0O
(V]
=] O

Y O0—0—0 o—O
0 1 3 5 6
T?

EY O0—0—0—0——0——0—0—00

1 3 4 ) 6 T 8 0
Y o0—O0—0=—0—0 EP O0—0—0=%=0—20
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
¢’ =0—-o0 Dy C=S=0—0
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Sous-groupes du groupe projectif

Bestimmung und Klassificirung aller projectiven Gruppen der Ebene. 85

Im Ganzen giebt es also innerhalb der allgemeinen projectiven
Gruppe der Ebene die folgenden verschiedenen Typen von infinitesi-
malen Transformationen:

8) | ! xp -+ cyq (f0,1) l
i e , .
| ptye | pted | |wa| |4

Die Punkte und Geraden, die bei diesen infinitesimalen Transforma-
tionen in Ruhe bleiben, bilden der Reihe nach die folgenden Figuren:

A Lot b %




Dritter Bei der eingliedrigen Gruppe des dritten Typus p + zq erhalten

Typus. .
wir als die Bahncurven die Integralcurven der Differentialgleichung:
|
1 x?

d. h. die Curven zweiten Grades

y — +a? = Const.

Die elementare analytische Theorie der Curven zweiten Grades oder

Fig. 14. ¥ig. 15.



Verlauf der Bahncurven. Wiahlt man die beiden invarianten Punkte

als die unendlich fernen Punkte der
Axen und die eine invariante Gerade
als z-Axe, so hat Uf die Form p 4 yq
und die Bahncurven werden die Inte-
gralcurven von

gz __dy

1 oy’
d. h. die transcendenten Curven

y = Const, €=,

Dieselben gehen alle durch die beiden
invarianten Punkte, was daraus folgt,

dass
y Y
x lgy + Const.




Diagrammes de Satake

| Real form | Satake diagram with a weight | s | v | Tndex
A1 A2 A3 A4 AS
El © l o e |#e +1
Ag
//:\\
ETI & &_11\3 Ar As Fe|fe +1
Ag
EII1 N e AN A +el|#e +1
l/\g
A1 A2 A3 A4 AS
EIV 1y e |£e +1
As
Al AQ A‘; A4 AS
compact ° ° ° ° °
form of Fg Fe|#e +1
Ae
Al Ag A3 A4 A5 AG
EV o0 I ° e e +1
A7
Ar Ay Az Ag  As  Ag
EVI o O o l Q e e (_1)A1+A3+A7
A7
Al Az A3 A4 AS A6
EVII ° O_'_I T e | e +1
Az
A A Az Ay As Ag
COMpA, —a—a—dg—— _1)AitAs A
form of E~ lA € e [(-1)
7




Lie 1883

e Classification de Lie des équations différentielles d’ordre 2
Table 7

Symmetry Classification of
Second Order Ordinary Differential Equations

Symmetry Group Dim Type Invariant Equation

Oy 1 31 uy, =F(z,u,)
%220 2 15w =Flu,)
d,,€%0, 2 1.5 U, — Uy = F(u, —u)
8:”;3532 - ;a?;bu 3 L1 uy, = %% + cu®
0,,x0, —ud,, 3 iG u = 6uu, — dud +

228, ~ (2zu + 1)d, ‘ + c(u, — u2)3/?
OO ntet CZIUSEUO, 11,2 3 1.7 Uy, = CUE_:—%
0y» By 20, + (x +1)d, 3 1.8 u,, =ce e
d,,0,,z0,,ud,, c0,, ud,,

220, + zud,, Tud, + u?d, 8 2.3 Uz =0



Elie Cartan 1932

Si une hypersurface admettant un groupe pseudo-conforme transitif n’est pas localement équivalente a I’hypersphere, elle
est globalement équivalente a I'une des hypersurfaces suivantes ou a l'une de leurs variétés de recouvrement: |7 p. 1284]

1° (E) yz_iy — (X;X)m, avec x;x > 0 (lml=1, m#1,2);
2 ;) YU _ 3T,

24
3 (H) (x—%)2+ (y-1)> +4e” ™" 0= = o;
4° (K) 1+x¥—y§:u|1—|—x2—yz|, avec x('l—b—g):i(]—i—y) > 0 (n>1);
5° (K') xx+yyg—1 = u|x2—l—yz—1|, sauf les points réels (|| < 1, u#0);
6° (L) x1X1 +x2X2 +x3%X3 = p|x1%X1 + x2X2 + x3X3| (n>1).




Classification en dimension 5

Item Model Parameters Symmetries Root type N
Uxx = U%J Ox, Oy, Ou, Xy, Xx0u,
N.8 Uxy =0 X0x — 2udw, YOy + 2udy,
Uyy =0 x20y —You
Unx = XKué Oy, Ou, X0y, XOu,
NTda Uy = k#=1,-2,0,=3 YOy + 2udy, x0x + Kydy + (kK —2)udy,
— K42
iy =0 7 0y — 550
Unx = x*1u§ Oy, Ou, X0y, XOu,
NTIb Uy = YOy + 2udu, x0x — YOy — 3uduy,
Uyy =0 2x log(x)dy —you
Uy = exus Oy, Ou, X0y, XOu,
N7de Uy =0 O0x +YOy + udy, Yoy + 2udy,
Uyy =0 2eX0y — Yoy
U = uL Oy, Ou, Ox —Ou, Oy + 2X0y,
NT2 o uyy =17 2xdx — Oy + 2udy, Xdy + x*du,
Uyy =0 x20x +udy + x(x + 2u)0y
Uxx :us ax’ ay’ au,
N6la =1 A =1,2,0,1 By +2xBu, Xy + X2,
Uyy =0 x0x + (b + 1)ydy + (1 + 2)udy
Uxx = loguy, Ox, Oy, Ou,
N6b Uy =1 By +2xdu, X0y + xdu,
Uyy =0 x0x — (3 —y)dy + 2udy
Uxx = Uy lOng.y ax) ay’ au)
N6le gy =1 dy +2xBy, Xy + X2,
= 2 3
Uyy =0 X0y — (% — 2y)dy + (Bu— %)y
Ux = XU 2o Oy, Ou, X0y, XOu,
N62a  Uuyy =0 e X0x + (x +2)ydy + (k +2)udu,
Uyy = ’ (1 —Tydy + pudy
Uxx = xKely ay, bu, Xay, Xau,
N62b Uy =0 K#0,—3 x0x + (kK +2)ydy + (k +2)udy,
Uyy = Yoy + (y+u)oy
Uyxx = eXe'y Oy, Ou, X0y, XOu,
N62e Uy =0 Ox + Y0y + udy,
Uyy =0 Yoy + (y +u)ou
Uex = x5 logx Oy, Ou, X0y, XOu,
N62d Uy =0 k#-1,-2,0,-3  x0x + (K +2)ydy + (K +2)udy,
_ K42
Uy =0 Yoy — G mierzrOv
Uxx = X2 loguy 0y, Ou, XAy, XOu,
N.6-2¢ Uxy =0 X0x,

Uyy =0 yoy + logx 0y




Item Model Parameters Symmetries Root type D
Uxx = Uy aXa ay) au)

D72 1y =0 A£0,~1 2xdx — du, 2ydy — xdu,
Uyy = Aug x20x — xdu, Y2y — Lydy
Uxx :u,zc Ox, ay) Ou,

D.7b Uxy =0 YOy, You,
uyy =0 2x0x — Ou, Xzax —x0u
Uxx = ui _ %u‘; Ox, al_p Ou,

D.6-1 Uny = Uy (uxl—z%uﬁ) Xay — Y0y, 2x0x + yay — Ou,
Uyy = Ux — 7 Uy Xzax +xyay—(x+%yz)bu
et _ux axy ay) au)

D.6-2a Uxy = 0 u#0,1,2 YO, yay»

Uy =0 B xx +ydy + udu
Uxx = elx am aya au»
D62b Uy =0 You, Yoy,
uyy =0 X0x +ydy + (u—x)dy
—uxuy)' /2
e = Mg Lty ) s dx, Dy, XDx +Udu, Ydy + udy,
D.63a =1+ Auxiy — Zu)% A£0, % X0x + Y2y + 2yudy,
- 1/2
Ugy = 7\116 (u ”:3";%) x20x + Uy + 2xudy
Uxx :Ui“ —Zuxuy)]/z Ox, Oy, Ou,
D63b  Uyy = (Uxly — 1)(1 — 2uxity) x0x — Yoy,
Uy :u‘ZJ(l - 2uyuy)/? udy +Xx0u, Udx +Ydu
Uxx =0 ax; aya
D64 Uy = Hu—u*u% 2%y + Udy, 2ydy + uduy,
Uyy =0 x20x +xudu, yZdy +yudy
Item Model Parameters Symmetries Root type Il
Uxx = Xlllxly aU’ au‘ 5
HL61 oy = Ox +Ydu, Xy + 50w,
1y =0 YOy + udu, x0x +udu
Uxx = 2Uy (2ux — uny) Ox, Oy, X0y — Ou,
HL62 Uy = uﬁ Yoy + udu, 2x0x + Yoy — udy,
Uyy =0 xzax+xyay —(y +xu)ou




TABLE A.1. Classification of type N cases

Model Parameters Symmetries Lie algebra structure Abstract ILC structure
S1 =—y0y — 2uly — 2pdp — q9q S1 S N; Ny Nz Ny Ns Ng
Sg = —x0y — 2y0y — 2udy — pdp Sh . " N, . N3 2N; 2N Ng
2
) Ny =58y — 40y — qudp — 304 Sa © Nz N3 Ny 2N; 2Ng
u1l = q Ng =0, Ny N3 Ny . . Ny E/t: N3, Ng
N.8 uiz =0 N3 = —z8y + q8p Ny . Ng Ns . V/e: Nip, Ny
uge =0 N4=_?au—%ap N3 . . ¢: N3,S1,53
N5 = —56‘“ Ny
Ng = —By N5
(General pt: t =y =u=p =g =0) Ng
S1 = —y0y — 2udy — 2p0p — qOq
Sg = =20z — (k4 2)ydy — (k + 2)udy S, Sa Ny No N3 Ny Ns
*gij I)PBPNH " 1 N1 No 2N5 2N, Ns
w1y = ¢2a” Ny = £75-0y — “5-y0u — 2" q0) Sa (k+1)Ny (k+1)N3 (k+2)Ngy (k+2)N5 E/t: Sg, Ny
A e Kk # —1,—-2,0,—-3, 0 _if?la Ny N3 . . Ny V/t: N3 — Ng,
T- 12 = 2 1 1
wgs =0 (a #5:‘2) Ny =z-8y—q6p Na . s ‘N1+W§N2
N3 = 5L (28, + 8p) N3 €: S1,Nz — Nj
Ny =251 a, Ny
N5 =98, Ns
(General pt: y=u=p=¢g=0,z =1)
Sy, = —y8y — 2ud,, — 2pd, — qo,
P i i S1 S» NI Ny N3 Ni Ns
= x Y u A 3
Ny =2z(In(z) — 1)8y — yBu 1 Ny Nz 2Ns 2N4 Ns
wrr = o2p—1 2 In(x)q0y — B S —2N, - . Ny Nj E/t: S2,Na
11 =49 %= —1 9% q Ny . N3 . Ny V/t: N3 — Ny,
ujo =0 _ 1 No =20y — q0p
ugo = 0 (G_TZ‘) N3 =x0,y + O Na ’ : Ny +2Ny
20 = 3 =x0y 2 N3 £z S1, Ny — Nj
Ny =0y N
N5 =0y N4
(General pt: y=u=p=qg=0,z =1) i
S1 = —yOy — 2udy — 2pdp — qO,
i M i s S1_S3 N1 Ny Ny Ny Ns
=—08y — — Uy —
Ny —2e78, — yyau P St | - N Ny 2Ny 2Ny Nj
iy = goe® . —252‘q6p B, f]z N2]\7 Ns N3z —Ng Ny 11:’,5 E/t: Sa, Ns
ugp =0 (a__ 23 Np =20y — qdp Nl 3 4 V/t: Ng,—Nji+2Ns
uge = 0 - N3 =204 + 9p 2 £:  S1, Ny
Ny =8 Na
4 =0y N
N5 =0y N4
(General pt: c =y=u=p=q=0,) 5
X :—Bm + au
X H Y N N. N. N,
H =—228; 4 8y — 2udy — 28 = — Nl N2 3 4
Y =220, + udy + (2uz + 22)dy p oy 2]2\[ 3 oN E/t: X+Y+N;— inNg,
u11=q71 +(2$+2U—qp)6p+(1(23_‘1)aq v . 1 oN 2N3 —N1+%N3+N4
N.7-2  wjp =1 Ny =20y + 228, — (g — 22)0, N 2 2 V/E: Y,N;
uge =0 No =—38y — 229y — 20p Nl €: H—2Y — Ny,
N3 =20, N —2N7 + Na + Ny
Ny =0 3
Yy N,

(General pt: y=u=p=¢g=0,z =1)

8¢
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Cas simplement transitif

Affinely simply-transitive

Holomorphic symmetries of

Levi-definite

Lialbel non-degenerate real surface F(x1,x2,u) =0 F(Re(z1), R,e(ZQ)_’ Re(@)) =0 condition
beyond 0., ,10.,, 10y
uw= xSzl
. 210z, + awoy,
Ti Non-degeneracy: af3(1 — a — f3) # 0 220+ Bd af(l—a—-p8)>0
Restriction: (c, B) # (1, 1), (—1,1), (1, —1) e @
Redundancy: (o, 8) ~ (8, o) ~ (%, —g)
U= (3:% + :E%)a exp (B arctan(%))
z az +z az +2CL”Lan,
T2 Non-degeneracy: o # % & (a, B) # (0,0) 2;8 o Zja 2 Busd a > %
Restriction: («, #) # (1,0) o - v
Redundancy: (a, 3) ~ (a, —f3)
. u=z1 (aln(z1) + In(z2)) 2105, — 228, + WD, e
22822 + Zlaw
Non-degeneracy: a # —1
(u—mz2+ F) = afe2 - F)°
T4 210z, + 2220, + 3w0y, g« &
Non-degeneracy: @ 7% —% 0z + 210z, + 2200 ?
Restriction: @ 7 0
T1u = T2 + exf
T5 A0 + 5205 + (@ —Lwlus | (0 1y(q—2) >0
Non-degeneracy: o # 1,2 2102, + 22200
Restriction: &v # 0
T6 Tiu = T35 + exi In(zy) 210z, + 2205, + (€21 + ), &=l

21822 + 2228w

TABLE 1. All simply-transitive tubes M® C C3. Parameters , 3 € R and € = +1.




SIMPLY-TRANSITIVE LEVI NON-DEGENERATE HYPERSURFACES IN C? 19

5.4. Related equi-affine geometry. Restricting to the real setting, we can uncover the geometric
meaning of the invariant (5.4). For (z,y,u,a,b, c¢) € R® >~ JHR,R) x J}(R,R), define

(y—b—ulz— a)ly—b—clz—a)

A= 2(u — ¢)

(5.11)

We now give two lovely interpretations for A. These are phrased in terms of classical geometric
constructions for which invariance under the planar equi-affine group SAff(2, R) := SL(2, R) x R?
is manifest, since this group preserves areas and maps lines to lines.

First, fixing (x, v, u, a,b,c) € RY, consider in R? the line L; through the point (z,y) with slope
u, and the line Lo through (a, b) with slope c. If u # ¢, these lines intersect at a unique point (s, t).
Adjoining a third line L3 passing through (distinct) points (z, y) and (a, b) then determines a triangle,
and it is a simple exercise to verify that |A| is its area.

FIGURE 1. Geometric construction of the joint invariant A.
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BORIS DOUBROV, JOEL MERKER, AND DENNIS THE

FIGURE 2. Asymptotes-parallelogram and a foliation by hyperbolas with constant area



Label | Real affine surface Complete 2nd order PDE system
’ /3. 5/3 —1/3
wyy = ™3y} Byt
— ot _ 1 _2mi/3, 2/3 2/3
T1 U= < wie = 56 | wi/swg/s
\1U22 — e27r7./3wl w,
fwll =0
8 o5
u=z1xzy (B#0,£1) | Swiz = Ew,”
1
=l - 7B
| W22 = ‘TT.UQ'UJI B
( o 22 B(Sw%—w%)
w11 = 4(w%+w%)l/3
T2 = ol { wig = 22wy
R 12 (w2+w%)1/3
S g2 B(Swg—w%)
L 22 — 4(1})%—}—’1[)%)1/3
( 2
— %1 1 wy
B (22 w11 = (5 — gwiwz)exp(Barctan(t))
u = exp(Barc an(E)) ) L 1fLg, 2 2 8 arctan (22
(8 £ 0) Wiz = 5(?(11)1 — w3) +wiwz) exp(B arctan (L))
w 1
| w22 = (F + gwiws) exp(farctan(1))
>
wi1 = 0
T3 | u=z1ln(z2) qwiz = e
l —
(w22 = —swee™™?
fw11 _ _3\/a(9a+8)(w%+w1) _ 9a+8w2
( z3 \ 2 8y/w3+2wy 8
U— 122 + ?)
T4 :c% o L sipyg = 34/ a(9a+8)wsa + 9at8
= a(r2 — 78) 164/w3 +2w; 16
((J[ ?é 0, —5) B = = 34/ a(9a+-8)
L c 16 w%+2w1
7 215
wip = \/36—”2;- 1
w2+4w1
T5 | ziw = z3 + ex} 2

q Wiz = — Bém
3

/ 1
\ v wi+4wy

TABLE 4. PDE realizations of some tubular ILC structures




0 #

Exemple d’arbre de scindage

Single homogeneous model
1,2
Zry — EZX

3
Zyxx —Zxx

13
0 #£
15
=0

Differential

:contradiction — o

---------------------------- =i 0 £ .
1-parameter family ‘Differential Flat model
of homogeneous models icontradiction__ | g

Zyxx =0




Manuscrit non publié de Elie Cartan 1938




[0 Au début des années 1930, Elie Cartan a démontré que tous les do-
maines homogenes bornés {2 C C? sont symétriques.

[1 On dit que () est symétrique si, pour tout point p € (), il existe
un automorphisme holomorphie h: 0 — () fixant p = h(p), tel que
dh(p) = — Id sur I’espace tangent.

[ 1 Les domaines symétriques bornés sont toujours homogenes.
[ 1 Elie Cartan a ensuite entrepris de généraliser cela a C3.

[ ] Il était alors nécessaire de classifier tous les domaines homogenes
bornés de C3, ce qui exige des calculs longs et difficiles.

[ 1 Elie Cartan semblait convaincu qu’en dimension quelconque n = 2,
tous les domaines homogenes bornés de C* devraient étre symétriques.

[ 1 Un manuscript de 80 pages a €té achevé en 1938. Cartan ne I’a pas
publié, en espérant probablement qu’une nouvelle idée devrait voir le
jour afin d’embrasser la dimension quelconque n > 2.

[ ] Cartan décéda en 1954, et aucune preuve générale ne fut trouvée.



[ 1 En 1964, Piateskii-Shapiro exhiba un contre-exemple, i.e. un domaine
bornée homogene de o qui n’est pas symétrique, a savoir un domaine
de Siegel de type II.

[ 1 Ce fut une surprise.

[] 11 fut alors question d’éditer le manuscrit de Cartan dans le cas n = 3,
puisqu’il n’existait aucune classification générale dans C°.

[ ] Mais le manuscrit de Cartan est touffu, compliqué, difficile a déchit-
frer.

[ ] Le projet de publication posthume ne vit jamais le jour.

[ ] Au début des années 1980, Helgason suggéra a Bryant de se procurer
une copie du manuscrit de Cartan, et de I’éditer pour publication.

[ ] Bryant €crivit a Berger, ami de Henri Cartan, qui, avec 1’aide de Bour-
guignon, réussit a convaincre Henri Cartan de faire une photocopie du
fameux manuscrit, a condition de ne le distribuer a personne.

[ 1 Henri Cartan se réservait d’accorder, ou non, le droit a une publication
posthume une fois que Bryant aurait achevé son travail d’édition.



[ 1 Mais Bryant réalisa que le manuscrit était « rather challenging ».

It's quite long, and it leaves a lot to the reader. Cartan’s handwriting is
not always entirely clear, and sometimes you have to fill in sentences that

are not complete.

Also, | am convinced that Cartan had some calculations kept separate
from the manuscript with the idea that he would decide at some later point
whether to include them or not (maybe in response to a referee report),
but | never went back to Henri to ask him to check for those among his

father’'s papers.

As you can imagine, there are some places in the manuscript, particu-
larly at the beginning, where he is very clever, but most of it is just painsta-
kingly detailed calculations similar to what he did in the 5-variables paper.

It just amazes me that | have not found any significant error in Car-
tan’s calculations; my respect for his computational facility is just about

unbounded at this point.



Géométries CR exceptionnelles

BULLETIN OF THE
AMERICAN MATHEMATICAL SOCIETY
Volume 83, Number S, September 1977

INVARIANT DIFFERENTIAL EQUATIONS ON
HOMOGENEOUS MANIFOLDS

BY SIGURDUR HELGASON!

1. Historical origins of Lie group theory. Nowadays when Lie groups enter

In this remarkable work, Killing finds all possibilities for the matrix (a;)
and writes down the corresponding roots w(X) (cf. [S, II, §15]). Thus he
arrives at the statement that apart from the classical simple Lie algebras

Al >21), B (l>22), C((>3) D(=3)
(known from Lie’s work), there are only six more, of ranks and dimension,

respectively,
[=2,4,4,6,7, 8,

r =14, 52, 52, 78, 133, 248.
These exceptional Lie algebras are denoted G,, E,, F,, Eq E; Ejg, respec-

tively. Killing denoted G, by (IIC); he observed that 4, = D,, but did not
notice that E, = F,, although, as Cartan remarked, this is immediate from his



In his thesis [1b], E. Cartan gave a complete proof of the classification
results stated by Killing; in outline his method follows Killing’s program. He
determined the matrices (a;), the roots w(X) and a basis for each of the
exceptional Lie algebras with respect to which the structural constants have a
simple and symmetric form [1b, §§18-20] whereby the Jacobi identity (7) is
(presumably) simple to verify.* But he was also interested in realizing the
exceptional Lie groups by transformations, like e.g. the classical algebra C, is
the Lie algebra of the linear group leaving invariant the Pfaffian form

Xy dyy — ydxy + -0+ xdy, — yidx,.

Killing had been led to expect that G, could be realized as a transformation
group in R>, but not in a lower-dimensional space. Engel and Cartan showed
that it can be realized as the stability group of the system

dx, + xdx, — x,dx, = 0,
dx, + x;dx; — x,dx; = 0,
dxs + Xydx, — x3dx, = 0,
in R” (Engel [3a], Cartan [1b, p. 281], Lie and Engel [9, vol. 3, p. 764]).



Carian?ep}esgnted F, gim’illarly b‘y the Pfaffian sy;tém in RIS giveJﬁ by

4
(14)  dz =2 ydx,
1

dx; = xdx; — x;dx; + y,dy;, — v, Ay,

where z, x;, y;, X; = = x;; (i # j, i, j = 1,2, 3, 4) are coordinates in R!® and in
(14) i, j, h, k is an even permutatlon [1a, p. 418]. Similar results for E, in R'®,
E, in R?" and E; in R* as contact transformations are indicated in [la].
Unfortunately, detailed proofs of these remarkable representations of the
exceptional groups do not seem to be available.

e In C5*5, consider :

Re wq
Re w9
Im w3
Im wy
Re wr
Im wg
Re w7
Re wg

(21 24+ 29 23)
(21 26+ 29 25)
(Z1 27+ 25 23)
(22 27+ 2326 — 2524 — 28 21)
(,22 27+ 2326 — 2524 — 28 21)
(22 zZ8 + 26 2’4)
(Z3 z8 + 24 27)
( zZ8 + 24 27).



LQ

Wiy, = (2w1 25 — 2wo 23 — 2w3 29 — Wy 21 + W5 21) O

(2w1 26 — 2w2 24 — Wy 29 — W5 22 — 2w 21) O,
(2w1 27+ 2Ws3 24 — Wy 23 — w523—2w721)5’z3
(2w1 zg—w4Z4+w5Z4+2w62’3—2w722) 32’4
(2w2z7+2w3z6 — W4 2 — Wk Z5, —21082’1)
(2w9 28 — wy 26 + Ws 26 + 2Wg 25 — 2wy 29) O
(2w328+w427—’w527—2w725+2w823) 82’7
— (w4 28 + w5 28 + 2wg 27 — 2wy 26 + 2ws 24) O

— 2wy wy Oy, — 2Wo Wy Oy — 2W3 W4 Oyyyg

+ (4w wg — 4wy wy — 4wz wg —wz —w%) Ow,

— 2wy w5 Oy — 2W4 W6 Oy — 2 W4 W7 Oy — 2 Wy WY Oy,



su(p, q) CR Models :

e Equationsfor 1 <a<c </

a1 %c1 T Zan Zn,c

Imwge = Im { +ug 10e1+ -+ Ug.m Ve.m

Y Y

TVq.1 Ue,1 T+ + Va,m Ue,m

and forl <c<a</:

Zg1Rcl T 1 ZanZn.c

I I

Rewge = Re ¢ +ug 101+ -+ + Ugm Uem
+Vg 1 Ue 1+ + Vam Ue,m

I I
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1. su(p,q) CR MODELS : EXPECTED DIMENSIONS

From Zhaohu’s construction :
dimg_o = * = codim M,
dimg_; = 2(n+m+m){ = CRdim M,
dim gy = dimsu(p,q) — 2codim M — 2 CRdim M,
dimg; = dimg_;
dimgs = dimg_o,

hence :
dimgy = dimsu(p,q) — 2codimR — 2 CRdim
= (p+qPf —1-20—4(n+m+m)l
= (n+m+m)*+20*—1.
2. su(p,q) CR MODELS : GENERATORS OF g_5 AND OF g_
Simply :

g2 = Span { ., v-10u,. }
< >
Next, g_; 1s generated by :

inj = (‘Lij + Z er 8wm. + Z Zsj 8wis + 2 Zz’j 8%.

1<r<s 1<s<e

+§ Zpi O, — g Zsj O, (1<i<t, 1<5<n),

i<r</ 1<s</



ey = v (azij - Z Zrj Ow,y — Z Zsj Owgy — 2 2ij Oy,

Zj
1<r<s 1<s<e
— E 2pj O, + g Zsj 8w¢s> (1<i<t, 1< <n),
<r</ 1<s<t
Lul-k - aulk + E Urk 8wri + E Usk awis + 2y, awii
1<r<a 1<s<t
+ g Ut Oy, — E Vst Oy, (1<i<t, 1<k <m),
1<r<t 1<s</t
]Luzk = v-1 (auzk - E Urk awm- — § Usk awis — 20 aw“-
1<r<s 1<s<
i<r</ 1<s</t
Lvik — avik + E urk: awm- _|_ § U’Sk awis _|_ 2 u’lk awii
1<r<s 1<s<t
+ E Uy, O, — E Usi: Oy, (1<i<et, 1<k <m),
1<r<l 1<s<l
]Lvl-k = v-1 <avlk - § Uy awm- - § Usk awis — 22Uy, awii
1<r<i I<s<t

i<r</ <8<t



3. su(p,q) CR MODELS : GENERATORS OF g

With the decomposition :

(n+m+m)2 = m®+

there are 6 + 6 + 3 families of generators for g, that are independent of any 0,

Firstly :

I

+m” +

(m 1)

m(m—1)

(m 1)

+ 5 +nm-+nm—+

m(m—1)

+

+n+m—|—m,

(
E Werky Ouyy,
r=1

14

g/_

§ uglkl /Uflk
E uglk azgli
=1

14

E /Ug/k aZE/Z'

g/_

§ Zﬁ’zl Zfti

(
—E Uetky Ouyy,
r=1

14

g/_

E Uiy, O Vgl

14

- E ZE/Z 8U€/k

'=1
l

el_

E Zﬁ’zz %1y,

+nm-+nm —+

n(n—1)
2

n(n—1)
2

EIZH *

(1<kr, ko <m),

(1<ky<ko<m),

(1<ki<ko<m),

(1<iy<ig<n),



Secondly :

IL} .,
IL} .,
IL;, -

1L}, -

IS

11,19 °

=1

14 l
\ -1 E /Uglkfl 6u€Ik2 —|_ \ -1 E : /Uglk’Q au€/k1

=1

¢ ¢
V-1 E W'y 3v€/k2+v—1 E Ul 5@%1

=1

‘ ‘
= V-1 E Uerky Ouyy, + V-1 E Verky Ouyy,

'=1

=1

=1

l 14
VY g0, VT Y 2000y,

'=1

'=1

12 14
VI w0y VT Y 2Oy,

=1

l 14
\/_1 Z Zflll 822/22 + V _1 Z Zg/ZQ azglzl

=1

'=1

'=1

(1<k1, ko <m),

(1<ky<ko<m),

(1< ki<ko<m),

(1<ip <ig<n),



Thirdly :

In addition, there are 5 families of generators which do depend on some 0,

Forl <1<

ILZ-7 = -1 Z 2 (‘9% (1<i<n),

]Li = V-1 Z Vi, &LM (1<k<m),
0=

[LZ‘ = V-1 Z ’Ujglkavg,k (1<k<m)

=1

Li; (1<i<j<e),

L, (1<j<i<e),

IL;; (1<i<j<0),

I1L;; (1<i<0),

]LZ] (1<j<i<d).
gL

n m m
Lz}j = E Zin! aZjn/ + E Uiy aujm/ + E Vim! 8vjm/

+Z Wis Oy, +Z Wi Oy, +Z W;g O

1<s<1 1< j<s</t
_|_ E ’LUM awrr] - E ’LUZT 8wr] _|_ E wrz awrj .
1<r<i 1<r<j g<r<d

oy :



Z Zin/ a + Z uzm + Z vzm

m/=1

+ E wzs wis E wszasz‘i_ E wzs Wi

1<y j<s<i 1<s<l

+ Z Wy awm + Z Wiy wm—i_ Z w” Wyyj

1<r<y J<r<i <r</

Forl <i<j </
]Li,j : V-1 Z Zm/a , T V-1 Z u@m —I— V-1 Z Uzm o

— V=1 Z wsiaszJr\/—_l Z wzsasz+¢—_1 Z Wsi O

1<s<1 1<s<J j<s</t
- V —1 E wzr awrj YA —1 E wrz awTj _|_ vV —1 E 'UJM« awr] .
1<r<i 1<r<j j<r<dt

For1 <:</:

ILZ',@' . V-1 Z Zin! az /+ V=1 Z uzm + V=1 Z Uzm

n'=1 m'=1
—v-1 § Ws; awis + V-1 E Ws; awis
1<s<s 1<s</t

— /1 Z Wis O, + v—1 Z Ws; O,

1<s<i i<s<l



Forl < j<i</:

n m
]Li,j = vl E Zin! aZjn/ + V-1 E Wiy O + V= E Vit O
n'=1 m/=1
- VvV — E wS'L aw?s _|_ V — E ?.UZS 8 _|_ V — E wS/L
1<s<y j<s<i 1<s</
— V-1 E Wiy awrj — E wm Wy + V- E wzr Wyj*
1<r<y J<r<a <r<t

4. su(p,q) CR MODELS : GENERATORS OF g

There are 6 families of generators for g; :

ILZZ.jZZ.j (1<i<l, 1<j<n),
. (1<i<l, 1<k<m),
ILy,u, (1<i<l, 1<k<m),
ViU (1<i<t, 1<k<m),
ILy, 1. (1<i<l, 1<k<m).



F0r1<i<€and1<j<n'

zwzl] = E E QZE’ Zm z€//

=1 n =1
n'#j
+ Z (2 20 Zij — Wyt — zﬁ’) azé/ + ( zy wzz) az] + Z 2 20§ Zij — Wyt + ww') azgl
1<l<i i<t/ </l
m
+Z Z 226’ uzm ug/ /+Z Z QZE’ uzm vg/ /
=1 m/=1 = =1
+ Z (er — W + wz’s] + Zsj [wm’ - wzr]) awrs + Z <er [wzz] + Zij [wm' - wzr}) awm'
1<r<s<s 1<r<s
+ Z (er [wis + wsi] + Zsj [wri — ’wzrD Oy + Z (Zz'j [wis + wsz’] + Zsj [ — ww]) O
1<r<s 1<r</t
+ Z (er Wi + wsz] + ZS] [ Wyj — wzr]) awrs
1<r<s</t
+ Z (er [ 2 Wyj + 2 wzr]) awm« + <ZZj [2 wzz}) aw” + Z (er 2 Wiy + 2 wm]) awrr
1<r<i <r</t

+ 0y (zf7 [ — wyi + wis) + 255 [ — wri + w@-r]> Oy + Y (Zij | — wi + wis] +wy; [ww]) o

1<s<r<s 1<s<t

+ Z (er [ — Wy + wis] + Zsj [wz’fr + me O,y + Z (er [w”] + 24 [wir + me Ow,.

<r<t i<r</

+ Z (ZT] W;s + ’UJSJ -+ sz [’UJ“« -+ Uh"@}) awrs.

1<s<r<t



Forl<i</Zand1<j<n

ZZJZZJ = vV E § 2Z€’ Zzn Zg//

=1 n/=1
n!#j
+ V=1 Z (2 Zﬁ’j ZU + Wor; + ’LUM/> azg,j + V-1 (2 222] + le) azij
1<l <i
F Y (e - ) O,
i<t
m
+ =1 Z Z 2 20 uzm ug/ ) T V-1 Z Z (2 ~Uj uim/) avé’m’
—1 m/=1 =1 m'=1
+ V-1 Z (Z'r’] — Wg; + wis} + Zsj [wri — wﬂ”]) awrs + V-1 Z (er [w”] T “ij [wri N wlr}) awm
1<r<s<s Lsr<t
+ v-1 Z (er (wis + W] + 255 |wyi — wﬁ}) Oy + V=1 Z (Zij (wis + wy] + 2 [ = w“]) Ous,
1<r<e 1<r</
+ V-1 Z (Zm Wis + wsz] T Zsj [ Wrj — w”]) awT'S
i<r<s</

+ -1 Z (zrj [ — 2wy + 2 w”]) Ow,, + (zij [2 wu]) Ow,;; +v—1 Z (er [2 Wi + 2 ’me Dy

1<r<i i<r<t



+ /-1 Z (er — Wy + wis} -+ Zsj [ — Wy + w”‘i|> awm

1<s<r<s

+ /=1 Z (Zij [— We; + wis] + Wsj [wzz]) awis

1<s<t

+ V-1 Z (er [ — Wg; + wis] + Zsj [wir + wm]) Ow,, + V-1 Z (er [wzz] + Zij [wir =+ me O,
1<r</t 1<r</t

+ V-1 Z (Zm Wis + wsz] + Zsj [wzr + wm]) awrs-
1<s<r<t

Fori<i:</land1<k<m:

n

l
uzkuzk = E 22271’ Upr azgln/

V=1 n/—

MN
M= -

+ (2 Uiy uﬂ’m’) aW/m/

'=1 m/=1

~
~

3
I

_|_

NE

(2 Upr Uim’) avg/m/
=1

N

/
/

33
>

-
+ Z (2 wp vie — wp; — wipr) oy, + (2 Uik Vik — Wii) Dy, + Z (2upy, vie — wer + wipr) Oy,

1<l<i i<l'<l



+ Z (urk — Wei + Wis| + gy, Wy — ww]) O,y + Z (urk |wii] + wir [wri — w”“]) Ouy

1<r<s<s 1<r<s
+ Z (urk [wis + wsi] + Usk [wm’ — wzr]) awrs + Z (uzk [wis + wsz} + Usk [ - wzz}) awis
1<r<i 1<r</t

+ ) (Urk Wis + Wi | + Ugh | — Wyi — ww}) O

i<r<s<t

+ Z (Urk | — 2w, + 2wm~D Oy (um 2 me Oy, + Z (urk 2w, + QwM-]) O,

1<r<i 1<r</

+ Z (urk‘ — W + wis} + Usk [ — Wy + ’wzr}) awrs + Z (uzk: [ — Wg; 1 wis] + Wsk; [wu]) awis

1<s<r<s 1<s<t

+ Z (Urk | — wyi + wis | + ugp [wir + wm]) Duw,ye + Z (ur;€ (wii| + wik [wir + wm]) O,

<r<t i<r</

+ Z (urk‘ W;s + wsz} + Usk [wz'r + wm]) awrs.

1<s<r<t



Forl<:</and 1 <k<m:

_|_

D
M ~
NE
S

s

3.

£

=1 m/=1
l m
+ V-1 E (2 Upr; 2}Zm’) avg/m/
=1 m/=1
m!#k
L E (2 Upr Vi + Werj + ww) Oy, + V=1 (2 (e wm) Oy, + V-1 E (2 Upr Vi + Wery — wfw') Doy,
1<0<i <0<l

+ V-1 Z (urk — Wgj + wis} + Usk, [wm’ - wzr}) awm + V-1 Z (u'r’k [wzz] + Uik [wm’ - wzr]) awm'

1<r<s<s 1<r<s

=Y (urk (wis + wg| + wgp, [wr; — wm«]) Oupy T VT Y (um (wis + wg| + ug, | — ww]) Oy,
1<r<e 1<r</t

+ V-1 Z (urk W;s + wsz] + Usk [ — Wy — wzr]) a'wrs
<r<s</t

+ -1 Z (urk [ — 2wy + 2 fww}) Ow,, + (uzk [2 w“D Ow,;, + V-1 Z (Urk: [2 Wiy + 2 ’me Oy

1<r<s 1<r</t



+ V-1 Z (urk’ — Wy + wz‘s] T Usk [ — Wri + w“«]) Oy

1<s<r<s

+ /=1 Z (uzk [ — Wy + wis] + Wgp [ww}) awis

1<s<e

=Y (Urk | — Wi + wis| + g [wir + wm]) Oup + VT ) (Urk: Wi+ ik [wir + wm]) Ou
i<r</ i<r<t

—I' \/_ Z (urk wls —I_ wSZ] + usk [wiT —I_ w”i|> 8wrs‘
1<s<r<d

Fori<i:</land1<k<m:

S

]~

<2 Zin! /Uf’k) aZglnl
'=1

VikVik -
Vi

I
—_
N
I

Me\
NE

+ (2 Uim! /Uﬁ’m’) aUg/m/

N\
~
—_
3\
I
—_

_|_

NE

(2 Uy U’L’m’) avglml
=1

N

/
/

33
x> =

-
+ Z (200 vik — wer; — wigr) By, + (2031 Vik — i) Doy, + Z (2 vk ik — Wi + wir) Dy,

1<l0<i i<t



+ Z ('Urk; — Wei + Wis| + Vg [wyy — wzr]) O,y + Z (Urk |wii] + i [wyi — w““D Ouy

1<r<s<s 1<r<s
+ Z (Urk [wz’s + wsi] + Vsk [wm’ — wzr]) awrs + Z (Uik: [wis + wsz} + Vsk [ - wzz}) awis
1<r<i 1<r</t

+ ) (Urk: Wis + W | + Vg | — Wy — ww}) O .

i<r<s<t

+ Z (Urk: [ — 2w, + 2wm~D Oy (fum 2 me Oy + Z (fvrk 2w, + me]) Ou,.,

1<r<i 1<r</

+ Z (Urk‘ — W + wis} + VUsk [ — Wy + ’wzr}) awrs + Z (Uik [ — Wg; + wis] + Wsk; [wu]) awis

1<s<r<s 1<s<t

+ Z (vm | — wyi + wis| + vk |wir + wm]) Du,ye + Z (vrk (wii| + vir, Wi + me O,

<r<t i<r</

+ Z (vrk Wis + wsz] + Usk [wz’r + wm]) Dy -

1<s<r<t



Forl<:</and 1 <k<m:

l
I Loy, = V=1 Z

=1 n'=

+v-1 Z (2 vk U@'m') Do

=1 m!
/

[ Z (2 Vg Uik + Wer; + wm) 3W,k + V-1 (2 Uik Vi, + wm) ({9% + V-1 Z (2 Vg Vi + Wery — ww) 2

Vel
1< < <0<l

+ V-1 Z ('Urk — Wgj + wis} + Vsk, [wm' - wzr]) awrs + V-1 Z (U'r’k [ww] + Vi [wm' - wzr]) awm

1<r<s<s 1<r<s

+ V-1 Z (Urk [wis + wsz’] + Usk; [wri - wzr}) awrs + V-1 Z (Uik [wz’s + wsi} + Vsk; [ - ’UJ”}> 8102-8
1<r<e 1<r</

+ V-1 Z (Urk W;s + wsz] + Vsk, [ — Wr; — wzr]) awrs
<r<s</t

+ =1 Z (vrk [ — 2wy + 2 fww}) Ow,, + (vik [2 w“]) Oy, + V-1 Z (Urk: [2 Wiy + 2 ’me Oy

1<r<i <r</



+ V-1 Z (Urk — Wy + wz‘s] T Usk [ — Wri + w“«]) Oy

1<s<r<s

+ =1 Z (Uik: [ — Wy + wis] + Wgp [ww}) 87«01‘3

1<s<e

=Y (Urk | — Wi + wis| + v, [wir + wm]) Oupy + VT ) (vm Wi+ vir, [wir + wm]) Ou
i<r</ i<r<t

—I' \/_ Z (,UT/{ wls —I_ wSZ] + Usk [wiT —I_ w”i|> 8wrs‘
1<s<r<d

5. su(p,q) CR MODELS : GENERATORS OF g5

There are 3 families of generators for g, :

Lwijwij <1<i<j<£>7
Lwiz’wz’i (1<i<d),

ILwijwij (1<i>j <),



Forl<i<j</{:

U)ijZ] . § : Z (Z’Ln/ ]gl + wglj] + Zjn/[ o wwl - wé’i]) azﬁ/n/

1<l < n'=1

n
+ Z (Zz’n/ [U)@'j + wj'i] + Zjn’[ — w”D (9%,

n'=1

i Z Z (Z@n/ Wi + wglj} + Zin/ [’UJM/ — wm}) azgln/

z<€’<] n’'=1

+ Z (Zzn’ wjj] + Z]n/ [ww wﬂ}) az n/

n'=1

n
S ol R P

j<l<l n'=1



m
i Z (uim’ [wj€/ —+ wg/j} + U’jm/[ — Wi — w@i}) auglm/
1

'<i m'=1

N

NE

<uim’ [’wz’j + wﬂ] + ujm’[ - w”D Oty

m/=1

m
Z <uim/ [wjg/ + wg/j] + Ujpy [ww/ - wé’z‘]) aug/m/

'<j m/=1

_|_

<

~.

NE

(s ] + L = 0,]) 4,

/

[
—_

m

m
+ Z (“sz[ — Wjgr + Wers| + Wy Wi — Wi]) D
J<U<l m'=1

N
3



m
T Z (Uzm’ wier + wpr ] + Ujm’[ — W;pr — Wyt ]) avg/ /

1<l<i m'=1

ERS

(U@'m/ [’UJU + wﬂ} + Vim! [ - wm}) avim’

m/=1

m
Z (Uim/ [wjﬁl + wﬁ’j} + Vim! [’UJM/ — wm}) 8v£/m/

'<j m/'=1

_|_

<

~.

NE

(susli] + ol = 0,) 0,

m/=1

m
+ E (Uzm — W,y + wf’j] + Vjm/ [ww — ’LUg/Z-]) 8’U€Im/
j<l'<t m'=1

A
3



T Z ( — 2Wp Wi + 2w, wir) Ow,,

1<r<s

+ E (Wi wij = wir i + wis W)y ) O,

1<r<s

+ E (wrj Wij — Wiy Wy + Wi wjr) 8%.
1<r<a

+ E (= wei wji + Wy Wi + Wis wi5) O,
1<s<t

+ (2 Wii Wi ) awii

+ Z ( — Wi Wjs + Wis Wij + Wg; wj@-) 8“,2.8
1<8<J

+ (= wiswy; + W+ wr) Oy

ji) Qi



+ E ( — Wi Wsj + Wij Wis + Wy ’UJS@') ﬁwis

j<s</t

+ E (w” Wy + Wi Wiy + Wy j wm) 8%.

1<r<j

+ E (2 Wiy Wiy + 2 Wy wrj) 8wrr
1<r<j

™ E : (wij wrj — Wy wj; + wji wir ) Ou,,
1<r<j

+ E ( — Wg; Wiy + Wsj Wjj + Wi sz) asz
1<s<t

+ (2 Wi j IUjZ') 8wjl.

+ E (wis Wiy + Wi; Wis + Wsj wﬂ-) 8wj

1<5<]

+ (2 wij wjj) O

™ E , (wij wjs — wji Wsj + Wi Wi) Oy,
J<s</

+ E (= wis wjy + wij wyi + Wi W) O,
g<r</t

+ Y (wigwgy + wiwgy — wjiwg,) Dy,
g<r</t

+ Z (2 Wiy Wyj — 2 Wy wri) awma

g<r</t



+ § ( — Wgj Wiy + Wsj Wiy — Wrj Wyis + Wy wis) awrs

1<s<r<zs

+ E (wm' wsj - wrj Wg; — Wiy sz + Wi g wjr) aw,nS
1<r<s<s

=+ 5 E (wri Wsj + Wyj Wijs — Wir Wys + W wjr) awrs

1<r<t i<s<y

+ E E ( — Wy sz + wrj Wis — Wiy wsj + wjr wsi) awm

1<r<i j<s<(l

+ ( Wsi Wy + Wsj Wyj + Wi Wy + Wiy sz) awrs
<r<j 1<s<i

(w Wiy + Wiy Wi T Wei Wyj + Wsj wm) 6wrs
1<85<r<j

+ E ( — Wiy wsj + Wi g wrj — Wy sz + Weg; wj’r’) awrS

1<r<s<j

=+ E E (wir Wis + Wis Wyj — Wyri Wgj + Wiy wsi) awrs

1<r<j j<s</t



+ E E ( — Wyg; wrj + wsj Wy — Wig wjr + Wiy sz) awm

j<r<l 1<s<i

+ E E (wis wrj + Wiy sz — Wy wj?" + wsj wm’) awm

J<r<tl 1<s<j

+ E (wis wrj + Wiy wsj - sz Wy — wjr wsi) awrS
J<s<r</t

+ E (wir Wjs — Wijs Wiy — Wy Wsj + Wy wsi) awrs-
J<r<s</t

Forl <1< /:

[Lwiiwz‘i = V-1 Z Z Zin/ ’LUg/ +wz€’) aZg//

1<l < n/=

+ V-1 E Zin! Wij azm/

n'=1

n
vl E E Zin/ (wm — ww) azw

<0<l n'=1



m
+ V=1 Z Z Wi/ (wm + ww) auf/m’

1<ll<i m'=1

m
+ =1 Z Wiy Wi Oy,

Uim
m'=1

m
+ -1 Z Z Wipy (wzfz' — ww) auﬁ’m/

i<l <l m'=1

m
+ =1 Z Z Uim/ (”wm + ww) avz'm'

1<l <t m'=1

m
+ V-1 § Vim! Wi O,

m'=1

m
+ =1 Z Z Vimn/ (wefz' — ww) ave/m'

i<l'<l m'=1



+ V-1 Z ( o w?l + w227‘) awrr
1<r<s

+ V=T Wi Wi Oy,
+ V-1 Z (U]?Z o wlzr) awrr

<r</

+ V-1 g Wys Wiy awis
1<s<t

+ \/—_1 g Wis Wy &uis
1<s</

+ V-1 E Wrj Wij Oy,
1<r<s

+ V-1 g Wyj Wij Oy,

<r</



+ V-1 Z (wm‘ Wis — Ws; w”’) awfs

1<r<s<i

+ V=1 Z ( — Wy Wyi + Wig wi?") awrs

1<s<r<a

+ /=1 Z ( — Wjr We; + Wi wri) awrs

i<r<s</

+ V=1 Z ( — Wi Wiy + Wy wri) awrs

1<s<r<t

+ =1 Z Z <”LUM' Wi + Wiy wis) awrs

1<r<t 1<s</

+ Y > (wawip + wigwy) Do,

<r<l 1<s<i



Forl <j<i</{:

IL wijwij = V-1 Z Z (Zm’ Wy +wj€’] +Zjn’ [wé’ —i_wzﬁ’}) aZg/n/

1<l<j n'=1

VT (Zn [wj] + 2 [wii + wUD Pej

n/=1

+ /o1 Z Z (Zln/ — Wjyp + wﬁ’j} -+ Zin! [’U}gli + 'UJM’}> azg/n/
Jj<t'<i n'=1

VT (Zm [wij = wji] + Zjw [w“']) e
n/=1

+ V=1 Z Z (Zm’ — wjf/ + wé’j] + Zjn’ [ — Wjp + ’wg/i}) azg/n/

i<l'<l n'=1



<
m
e z (um/ 3]+t [+ 3] ) B,
m'=1 .
Z Z (u@m — Wiy + wé’j] + Uy [wm T ww]) Duyr,
<m —1
+vT ) (“m |wij = wji] + W ["“”D Dt
m/=1

+ =1 Z Z (uzm — W,y + wﬁ’j} + WU/ [ — Wy + ’LUélz}) augxm/

1<V'<l m/'=1



Z Z (”zm = wjer + wej| + Vjor [wei + ’ww’]) Doy
j<t!<i m'=1
m
vt 3 (e o ] + ] 2,
m/=1

+vT Y Z (Uim' [ = wjo +we] +vjw [ — wie + Wl’]) Oug

1<V'<l m'=1



+ V-1 Z (_Zwrjwm+2wj7’w”“) awrr

1<r<y

+ V-1 E (wrj Wij + Wy Wjj — Wiy wﬂ') Ou,
1<r<y

—+ V=1 E (wrj Wi + Wy Wiy + Wi wz‘r) 8wm-
1<r<y

+ V=1 g (= wgj wji + wjs wij + wj wis) O,
1<s<y

+ V=T (2w); wji) Oy,

+ V=1 E ( — Wj; Wej + Wijs Wi + Wy wsj) 8sz
Jj<s<u

VT (2w wi) Ouy,



4+ Vo1 Z (wjj Wis + Wj; Wsj + Wis wij) Ou,
1<s<t
TV > (wjywie + wiwj+ wey wig) O,
Jj<r<i
+ V-1 Z (2 wjr Wy + 2 wrj wiT) awrr
Jj<r<i
+ /=1 Z ( — Wjr Wi + Wj; Wiy + Wy wij) awm'
J<r<i
+ V=1 Z (wsi Wji + Wjs Wij + Wi wij) awis
1<s<y
2 2
+ V-1 (wjj Wij + Wyj + wji) Ou;
+ V-1 Z (wﬂ Wg; + wsj Wy + wZ] wiS) awis
J<s<i
+ VT (2w wyi ) O,
+ V-1 Z ( — Wj; Wgj + Wjs Wi; + Wi wis) awis

1<s</t

+ /=1 E (wjj Wyj + Wj; Wiy + Wi wrj) awrj
<r</

+ V=1 g ( — Wj; Wiy + Wij Wy + Wy w?‘j) awm‘
<r</

+ V-1 Z ( _ Qw]T Wiy + 2w7”j wTi) awrr

<r</



+ V-1 E ( — Wsj Wyrj — Wg Wyy + Wjs Wiy + Wiy wis) 8wr5

1<s<r<y

+ V-1 E (wrj Wis + Wy sz - wsj Wiy — Wy wjr) awrs

1<r<s<y

+ V-1 E § (wrj Wis =+ Wy Wsj — Wyr Wy =+ Wis wir) awrs

1<r<y j<s<e

+ V-1 Z Z (wrj Wg; + Wy; Ws + W Wy =+ Wis wz'r) aw,as

1<r<y i<s<t

+ \/—_1 Z Z ( - wsj Wy + Wyg; wjr + sz Wiy + wrj wis) awrs

j<r<i 1<s<y

+ V-1 E (sz Wy + Wjr Wej + Wsj Wiy + Wy wis) awrs

+ \/—_1 Z Z ( - wjr Wyg; + sz Wiy + Wis wrj + Wy wsj) awrs

j<r<i i<s</



+ V-1 Z Z (wsj Wiy + Ws;j Wiy + Wy; Wis + Wi wrj) awm

<r<t 1<s<y

+ V-1 Z Z ( - sz Wy + wjr Wyg; + wsj Wy + Wis wrj) awm

1<r<t j<s<i

+ \/—_1 g ( - sz Wiy — wjr Wig + wsj Wy + Wy wrj) awrs

1<s<r</t

+ V-1 g ( — wjr Wy + sz Wyj — Wiy wsj + Wi wrj) awrs-

<r<s<t



Conclusion : Trésors et Résurgences

e Liberté ouverte hors-monde.

e Renaissance.

e Travaux déja réalisés auparavant.

e Future obsolescence (programmeée ?)
e Patrimoine : mourant ? vivant ?

e Mathématiciens : historiens ? philosophes ?



